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Introduction

Ce polycopié est un ouvrage, principalement destiné aux étudiants de deuxieme année école
supérieure de management, mais aussi a tous les étudiants de deuxieme année filiere génie mécanique,
électronique et industrie pétrochimiques. Il fait suite au polycopié [1] publié par la faculté des
sciences et de la technologie, et contenant les notions présentées en cours de mathématiques.

Nous ry présentons différents exercices de Mathématiques de degré de difficulté variable, avec
des corrigés détaillés. Le lecteur y trouvera aussi des exercices supplémentaires avec des solutions
abrégées.

Notons que les exercices proposés dans ce polycopié traitent les séries numériques, les fonc-
tions a deux variables, les intégrales doubles, les intégrales impropres et les équations différentielles.

Nous espérons que ce polycopié réponde aux attentes des €tudiants et qu’il les aidera a réussir.
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Chapitre 1

Séries numériques

Exercice 1.1. Soit

'u,n:n22_1 pour n > 1.
1. Ecrire u,, sous la forme
a b
un:n—l S pour n > 2
= 1
2. Calculer la somme S = z:; a1

'Solution

Soit u,, = ﬁ, pour n > 1.

1. Ecrire u,, sous la forme u,, = —4 + n%l ?
On peut voir facilement que ¢ = 1 et b = —1. Ainsi
1 1
Up = —
n—1 n+1
2. On calcul

Sn:Zuk = U +U2+ ...+ Uy
k=1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
= (1—-= - - ——2). _
( 3) (2 4)+(3 5>+( 6) +n—1 n+1
1 1 1




Exercice 1.2. Soient Z u,, et Z v,, deux séries convergentes a termes positifs. Montrer
que les séries de termes généraux

Wy, = /u,v, et t, = ui

sont convergentes.

Solution

1.
Wy, = /UnUp
Remarquons que (a — b)? = a® + b*> — 2ab > 0 ceci implique que ab < “2241’2 Ainsi,

sia = +/u,etb=,/v,,ona: .
Up T Up

V UnUn S T

. Uy + Up PN .
Puisque Z Uy, et Z v, convergent, alors Z — converge et par le théoreme de comparai-
son Z \/ UnUy, cOnverge.

2.

2

t, = u,.

Puisque g u, converge, alors lim wu, = 0, ainsi u,, < 1.
n—-+oo

Donc u? < u,, (car u,, > 0).
Par le théoréme de comparaison E u? converge.

Exercice 1.3. Soient les deux suites (u,,) et (v,,), on suppose que pour tout n dans N,
Up = Up41 — Une.
O Montrer que la suite (v,,) et la série Z u,, sont de méme nature.

Solution]

1.0Ona
Up = Vpt1 — Un.
n
S, = U, = Ug+ U+ ...+ up,
k=0
= (v —wvo)+ (e —v1)+ ...+ (Vps1 — V)
= Up41 — Vg-
Alinsi,
lim S, = lim (v,11 — vo).
n—-+o0o n—-+oo

Si lim v, estfinie alors lim S, est finie et la série converge. Sinon, elle diverge.
n——+oo n—-+00



Exercice 1.4. Sommer les séries suivantes

+oo on e ) [e o) 1
7;)571—2’ ;nq avec(0 < g < 1), ;n(n—l—l)’

'Solution]

+o00 n +o00 n
IEEEEONE
Hn—2 5)

n=0 n=0

Une série géométrique de raison % et de premier terme % ainsi, la somme est

—+o0 —+o0 n
2" 2 1 53
25712:522(5) :521 223'
n=0 n=0 5
2.
[e%¢) “+o00 1
On calcul%nq” avec(0 < g < 1) sachant que gq” = .
On a Ainsi
Y ongt = q+2°+3¢°+... +ng"+ ...
n=0
= qgl4+qg+..+¢"+..)+...+¢" 1 +qg+...4¢"+..)+...
= ql+qg+...+¢+..)Q+qg+...+¢"+...)
_ q
(1-q)*
3.

()
_|_ -
n n+1




Ainsi la série est convergente et

4. .
Sl <1 - n_)
n=2
1 21 1)(n—1
U, = In{l——)=1In o =1In (n+1)n )
n? n? n.n
n—+1 n—1
= In +1In
n n
_ ln<n—|—1> —ln( n )
n n—1
On pose
n
v, = In )
(+5)
D’apres I’exercice précédent et puisque lim v, = lim In ( 1 ) = 0, alors la série Zun
n—+oo n—+oo n—1

est convergente.

S, = Zuk:u2+u3—l—...+un
k=1

3 4 3 n+1 n
= <ln§—1n2)+<ln§—1n§>+...+(1n< - >—ln(n_1))
= 1n<n+1)—1n2.
n

+00 1

Zln (1 — —2> = —1In2.
n

n=2

Exercice 1.5. Trouver la nature de la série qui a pour terme général

Ainsi

1+ n? n! n!
0 u, = O u, =— O u,=—
n?2 am” nn"
C/1\\~ 1 /1
O u, = (sin| — O u, = R ® u, =sin| —
n nttv= n2
2" 4 3» n n? n
o u, = O u, = O u, = —.
n?2+Inn+ 57 n—+1 2n

Solution|

1+ n?
n2

1. Soit la série Z . On calcule la limite du terme général wu,,.

. . 1+n?
lim w, = lim
n—-+4o0o n—-+o0o n2

=1#0.



2

. .. 1+n
Ainsi, la série E 5 — converge.

|
2. Soit la série Z n Appliquons la regle de d’ Alembert
aTL

o Upa . n+1)! a® .o n+1
lim —* lim ( ) — = lim = +oo > 1.
n—+00 Uy, n—+oo qntl n! n—+oo @

o n! .
Ainsi, la série E — diverge.
a

!
3. Soit la série Z . Appliquons la régle de d’ Alembert
n?’l

. Upst _ (n+1)! nn , n" _ n \"
lim = lm ———.—= lim — = lim
n—+oo Uy, notoo (n+ )"t nl notoo (n+ 1) notoo \n+1
o L L, 1
= n_1>I-§I—100 (1 4 %)n - n_l)f_il_loo enln(l—l— ) B n—1>51—100 n( +o(%))
1
=-<1
e

.. L. n!
Ainsi, la série E — converge.
n

I\ =
4. Soit la série Z (sin (—)) . On calcul la limite du terme général wu,,.
n

lim u, = lim
n—-+o00 n—-+4o0o

Ainsi la série Z (s1 ( )) diverge.

5. Soit la série Z

Sln( )) = lim en™6GE) = i en™(E) =1 # 0.
n——+oo n—-+00

. Appliquons le critere d’equivalence.

1
nHﬁ
1 1 _ 1 1 _Inn
un = 1 = —N ﬁ = —e n
n1+ﬁ n n
Comme 1
. nn
lim — =0
n—-+oo n
On a 1
lim e v#» =1
n—-+oo
Ce qui montre que
1
Uy ~ —.
n

C’est le terme général d’une série de Reimann divergente avec o« = 1 < 1.

1
6. Soit la série Z sin ( > Appliquons le critere d’equivalence.
n?

1 1
Uy, = Sin 2~



C’est le terme général d’une série de Reimann convergente avec o = 2 > 1.

. . 1

Ainsi, la serleg sin | — | converge.
n

2"+ 3"

n? 4+ Inn + 5
2n + 3™ 3\"
Up= ————~ | =] =,
n?2+1Inn -+ 57 5

Puis on calcule /v, = {/(£)" =2 < 1.
2"+ 3"
n?+Inn -+ 5”2

8. Soit la série Z (%) . Appliquons la regle de Cauchy
n

7. Soit la série Z . On applique le critere d’equivalence et le critere de Cauchy.

Ainsi, la série E converge.

n? n
n n n
lim ¢, = — 1

S

2

L n \"
Ainsi, la série E ( n 1) converge.
n

9. Soit la série Z Qn—n Appliquons la regle de d’ Alembert.

. Uny1 . n—|—12"_1
nginoo Up, nLJroo o+l 92 <l

Ainsi, la série E — converge.
2n

Exercice 1.6. Trouver la nature de la série qui a pour terme général,

1 n 1
Gunzsin(—), O u, =2 , @un:ln(l-{——),

0 u, =—"

Solution]

1
1. Soit la série sin | ——|. Appliquons le critére d’equivalence.
2 (m) PP E

) 1 1 1
Uy, = sin ~ ~ .
(\/n2+2n) VnZ+2n n



1
———— est
vVn? +2n

. 1 . . .
la série E — est divergente donc, par le théoreme de comparaison, la série E
n

divergente.
C’est le terme général d’une série de Reimann divergente avec o« = 1 < 1.

1
Ainsi la série sin [ ———— | diverge.
Z ( Vn? + 2n> g
2. Soit la série E 3

67:_ T Appliquons le critere d’equivalence.
n

C’est le terme général d’une série de Reimman converge avec o = g > 1.

Ainsi la série E — est convergente donc, par le théoréme de comparaison, la série E \ /

est convergente.

Soit la série Z converge
3. Soit la série Z i 1) Appliquons le critere d’equivalence.
cos (% 1 1
= 5 0) s

n®+1 n*+1 no
C’est le terme général d’une série de Reimman : 1°) Si a < 1 notre série diverge (par le critere
d’equivalence), 2°) Si @ > 1 notre série converge (par le critere d’equivalence).
. L. 1 . TR
5. Soit la série Z nen» — n. On applique le critere d’equivalence.

1
1 en — 1
U, = NEen — N =

T ~1=uv,.
n

) . 1
Or lim v, =1 # 0. Ainsi, Z ner» — n est convergente.

n—-+00

1
lim {u, = lim ¢ = lim =0<1
n—+o0 n—4-00 ln(n)“ n——+00 ln(n)

Ainsi la série converge.

Z In(n)" 8

11000
7. Soit Z , appliquons le critere de d’ Alembert

1)1000 1
i St gy PED Ty
n—+00 Uy, n—+o00 (’n =+ ]_)' n 1000
11000
Ainsi la série converge.

n!
2n

8. La série Z — est divergente. En effet, il suffit d’appliquer le critere de d” Alembert
n

U 2n+1 2

lim 42 = lim ———— =2>1.
n->too Up, n"> oo (n+1)? on




Exercice 1.7. Etudier la convergence et la convergence absolue des séries dont le terme
général u,, est donné ci-dessous.

1 1
o u,=———— O u,=———
n cos2(n)’ (Inn)~’
—1)" 1 —1)"
(3] un:( ) arctan(—), (4] unz( ),
n n n
—1)"»
® u,=(— 1)” @un:( ),
Inn’ nz+1
cos(2n) 1
o u,=—-, ® wu, =ncos .
n?24+1 n?
Solution|
. 1 5
1. Soit Z o2 () NOUS remarquons que 0 < cos*(n) < 1, donc
1 S 1
ncos?(n) — n

série de Reimman « < 1 diverge par le critere de comparaison on a 5 diverge aussi.

n cos?(n)

2. Soit

lim u, = lim =0<1.

n—-+4oo n—-+oo (ln n)

Ainsi la série g converge.
(In n)

3. Soit Z

. o . 1
On a |uarctg—\ = —arctg—, on sait que arctgl ~ L donc larctgl ~ % ainsi la série E —
n n n n n n n n n TL2

(=D"

arctg—

. . .. 1
est convergente (série de Riemann @ = 2 > 1) donc la série Z arctg— est absolument
n

convergente donc convergente.

—1)
4. Soit la série Z u On applique le critere de Leibniz
n
1
° lim —=0
n—+oo N,

. R . . 1
. % est décroissante a partir de n > 1, ainsi Z(—l)"ﬁ est convergente.

n>1
1
5. Soit la série Z ——, appliquons le critere de Leibniz
1 Inn’
° lim — =0
n—+oo In M

n

. N . . 1
e L estdécroissante a partir de n > 1, ainsi Z(—l)”— est convergente.

Inn nn
n>3



(=D"
+

6. Soit la série Z 21 est convergente car (par le critere de Leibniz) :
n

o lim —(—=

n——+oo /m2 +1

_]_ n
° \/7 est décroissante. Ceci implique Z )

+1

converge.

cos 2n
7. Soit Z , Ous remarquons que

‘ cos 2n 1

) 1 ) ) .
5 +1] < =~ E’ la série E 3 est convergente (série de Riemann o« = 2 > 1) ainsi la

. os2n
série E - est absolument convergente donc convergente.
n?+1
8. Soit E n.cos —, On a cos -5 ~ 1donc ncos = ~ n, la série E n est divergente v,, =
n

o 1 .
n — oo > 1 quand n — oo ainsi E n cos — est divergente.
n

Exercice 1.8. Soit (u,) une suite de réels positifs et v,, = 7.

Montrer que les séries E U, et E v,, sont de méme nature.

'Solution

Si la série de terme général u,, converge, alors w,, — 0 quand n — oo, ceci implique u,, ~ v,
comme ce sont des séries de termes positifs, la série de terme général v,, converge aussi, si elle
diverge alors la série de terme général v,, diverge aussi.

Réciproquement
Un_ o Uy = Un
14+ u, 1—w,

On a encore u,, ~ v,, donc la série sont de méme nature.

Up =

Exercice 1.9. Soient o € R* et u,, la suite définie sur N par

(="

Uy = ————.
" an +1

@ Montrer que la série de terme général u,, est convergente et que

> /1 dt
S u, = .
= o 14t

® En déduire que
> (=)™ n"  w
SV, Z( o
ntl 2n + 1 4
Solution|
-1
Soit 1
oit la série Z a1
1. On sait que lim = 0et — +1 est décroissante. Ainsi, par le critere de Leibniz

n—+oco N +

—1)"
E ( ) est convergente.
an+1



i1

quand N — o0, (—t*)V*1 — 0, ainsi

— (-1)"
Z an + 1

n=0

Exercice 1.10.

1
/ fondt = /
0 0

N

S () = /1 L= (=)™
T i e

n=0

1
1
Ry
o 1+t

= [In(t 4+ 1)]; = In(2).

= [arctg(t)], = arctg(1) = %

Trouver la nature de la série du terme général u,, = sin (71-( 2+ \/§)"> .

Exercice 1.11. © Soit (u,,) une suite positive telle que la série de terme général u,,

converge. Etudier la nature de la série de terme général

N

n

Exercice 1.12. © Soit (u,,) une suite positive telle que la série de terme général u,,

diverge. Pour tout n, on pose S,, = ug +
u

série de terme général

(Sn)e’

......... u,,. Etudier en fonction de « la nature de la

Exercice 1.13. Calculer les formes des séries suivantes :

+oo 1
(1) —.
571

n=0

+o0 n
(5 o
n=1 3

+oo 1

enz::l (4n — 3)(4n + 1)

= n—+4
[0} -
2 o)

+o0o
(2] Z e .
n=0
400
1 1
@Z(cos——cos )
ot n n+1

+oo 1
(6] _.
nZ=:1 n(n + 5)
+oo 1
(8] e
Z n?2+2n—3

n—+ 2

@Zn(nz—l)




Solution]

p 1
1 1-— =+
@ Puisque pour tout entier p > 1 : — = —5p+,
que p p> nZ; TR
X1 5
on a 5_n = Z
n=0
b 1 —e Pt
® Puisque pour tout entier p > 1 : e " = ] =,
— ei
n=0
+00 e
on a =
® Puisque pour tout entier p > 1 i < L L > 1 !
p=1: —= = =1- :
— Voo Vn+1 p+1

® Puisque pour tout entier p > 1 :

- ( 1 1 ) 1
Z €OsS — — COS = cos 1 — cos ,
— n n+1 p+1

onai.S COS1 COos 1 =cosl—1
o n n+1) '

(5] Puigque pour tout entier p > 2 :

n=1

® Puisque pour tout entier p > 5 :

@ Puisque pour tout entier p > 1 :

p p
1 1 1 1 1 1
= — — = — 1— s
Z(4n—3)(4n+1) 421 in—3 4dn+1) 14 4p +1

n=1 n=




— 1 1
Ona; n—3)[dn+1) 4
® Puisque pour tout entier p > 5 :

p

3 1 1 1 1
n?42n -3 4~ \n—-1 n+3
1 p—l1 p+31 1 4 1 p+31
=i E‘ZE):Z<ZE_ a>’
n=1 n=>5 n=1 n=p
+00 4
1 1 1 25
DB A DD
® Puisque pour tout entier p > 7 :
Zp:n+4_ p1+3zp:1+1p 1
— _ — 42 - -
n:?’n(n 4) —~n 4=n-2 4i=n+2
4 4 p+2
1 1 3 1 1 1
——Zg—Zgﬂ]Zgﬂ]Zg’
n=3 n=p—1 n=1 n=p—1
4 4
n+4 1 3 1
onaz (n2 —4) ;n+4n E__
10 Pu1sque pour tout entier p > 4 :
p p p p
n -+ 2 3 1 1 1
T 9 2 -
;n(nQ—l ;n_l_Q;n 1+2;n+1
2 31 1841
=—1—-=4-) —+-) -
D anln 2n:pn
400 2
n—+2 3 1 5
=14+ = =
Onazn(nQ—l) QZn 4
n=2 n=1
Exercice 1.14.
2n —1 2n + 3
O Calculer _ ® Calculer
Zn2(n—1)2 Zn(n—l)(n—l—2)
~+oo
1 e” In 2™
® Calculer —_— ® Calculer — 4+ .
> G > (5t

® Montrer, par induction, que pour
tout entier p > 0:

P 1
T;n(n +1)(n + 2)
p(p + 3)

A+ D(p+2)

En déduire la somme de la série
“+oo

Z 1

= n(n+1)(n+2)°

® Montrer q;e pour tout entier
n>1:

1
= Arctg — — Arctg
n
En dedulre la somme de la série

nZO Arctg —— n2+n+1



@ Trouver les trois constantes o, 3 et

1 de sorte que pour tout entier
n>3:

3
_ B8
:LL' - (nfl)! + (n—2)! + (nf3)!'
En déduire la somme de la série

—+oo
n3

n!’
n=1

©® Pour quelles valeurs des deux
nombres réels a et 3 la série

Z In (n(n 4+ 1)*(n + 2)#),

converge -t-elle ? Lorsqu’elle converge,
calculer sa somme.

® Montrer que pour tout entier
p=>1:

P p—
(e—1) X ne™™ = et —pe P
En déduire 4l_a somme de la série
> ne ™.
=1
© Soit (a,,) la suite de nombres réels
définie par

ant+1 = an + a,_1 et ap = a; = 1.
1) Montrer, par induction, que pour
tout entiern > 0 : a,, > n.

2) En déduire la somme des deux
séries suivantes :

et

© Puisque pour tout entier p > 2 :

n= n—=

2n —1
—— =1
nad_ iy
® Puisque pour tout entier p > 5 :

Zp: 2n +3 B
“—~n(n—1)(n+2) B

+o0 2

2p
Puisque pour tout entier p > 1 : Z Z
n= 1
o 1 w2 2 2
M TP 6 2§

n=2 n=2
1 +5z3:1 122
P 34n 6n:pn’
_ 65
~ 36
L 1



P n
® 1) Puisque pour tout entier p > 2 : Z g—n =

€
n=2 3
TL
on a E =
3—6)

2) Pulsque pour tout entier p > 4 :

n=2 n=2 =1 n=p
+oo
In 2" 3In2

ona Z w—_n 4

n=2

+oo n n 2
e In2 e 3ln2
D’ — =
OUZ (3 n3—n> 3(3—e) 4

® 1) Soitn > 1 et posons a = Arctg% et 5 = Arctg n%l Alors, 0 < a— f < F et

1 1

tga—tgf _ n—ap 1
tg(a — p) = = == -
1+tgatg6 1+m n*+n+1
D’oﬁArctg— Arctg H—a—ﬁ Arctgn2+ g
2) Ainsi, puisque pour tout entier p > 1 :
ZArct = Arct 1+Z (Arct l—Arct ;)
g ol g g g 1
—i—A tg 1 — Arct L
= - rc — Arctg ——
4 & gp+1
R 1 us
Arctg ——— = —.
ona; rcgn2+n+1 5
+00 1
@Rappels:zm:eetO!zl.
n=0
Da=1,=3etpu=1.
2) Puisque pour tout entier p > 3 :
L 3 p P P
n 1 1 1
dom=> o+ +3 -
| Z | — 1! A —3)!
—~nl =l (n—1)! —~ (n—2)! —~ (n—3)!
p—1 p—2 p—3
1 1 1
=5+ _OE—2>+3<_OE—1>+§F



® Puisque pour tout entier p > 1 :
p P p—1 p
(e—l)Zne‘”:Zne” Zne":Zn+1)6_”—Zne_”
n=1 n=1 n=0 n=1

—
1—e®
= E et —pe? = —pe P
= 1—et

onaZne "= e—l)

@Rappel Vp>1,Inp! > EInk
Pour tout entier p > 1, posons

Zln (n+1)*(n+2)")
:(1+oz+5)lnp!+(a+5)ln(1+p)+ﬁln(2+p)—Bln2,

et montrons : (0,) converge < 1 +a+f=0eta+20=0<a=—2etf =1
1) « = —2 et 8 = 1. Puisque pour tout entier p > 1:
ona lim 0,=—In2.

1 2
op=—1n <1+—) + In (1+—) —In2,
p p
p—+o00

2) (0,,) converge. Alors, 1 + o+ 3 = 0. Eneffet,sil+a+ 3 > 0,ona hin o, = 400 car pour
p——+o0
tout entier p > 1 :

ap><(1+a+5)g+(a+2ﬁ)) lng

—l—ﬁln(l—l—%) + (a+ ) In2.

Demémesil+a+ 5 <0,ona hrll o, = —00 car pour tout entier p > 1 :
p——+o00
p p
< (1+a+ﬂ)§—l—(a+25) ln5

2
+ (1n (1+Z_9) + (a+ ) In2
Ainsi, pour tout entier p > 1 :
1 2
op=(a+28)Inp+ (a+ ) In <1+1—)) + G1n (1+1—?) — fBIn2.

Par conséquent comme la suite (o,,) converge, il faut que o + 23 = 0.
Poura = —2et g =1,

fln(n(n—f— *(n 4 2)° Zl ( n+2) —In2.
— n+ 1)



@ 2a) Puisque pour tout entier p > 2 :

_Z(

p

P

Ap—10p+1 Ap—1 an+1 ap Gp  Ap1
+oo a
on a E — =9
n—1 Ap—10n+1

2b) Puisque pour tout entier p > 2 :

p p
1 1 1
D mrroer i B errpordd O e )t
n—1 Ap—10n+1 (p—10n0n41 n=1 (p—10n anan—i-l Qpay apap—H
+00o 1
on a =1
; Ap—10n41
Exercice 1.15. Etudier la convergence des séries suivantes :
n:0n2+n—|—1. = nd+5"
+oo +oo . 2
n sin 5n
©2 (VT © it
n=1 n=0
I sinn! I% cosan
Z n? ® Z n2
n=1 n—l

\Solution\

1
@ Converge car pour tout entier n > 0: 0 < m < -5
® Diverge car lim 22+l = 2,
& n—+oo 345
® Diverge car lim (—1)"-"= # 0.
gecar lim (—1)"7 #
. . 5in 5 2 1
@ Converge car pour tout entier n > 0 : |25 | < 5.
® Converge car pour tout entier n > 0 : S22 < L
- 05 4 "
® Converge car pour tout entier n > 0 : “’Z—Q"| < 3.

@ Converge car pour tout entier n > 0 :

Vn+1—/n 1 1
n2

" e

1

® Converge car pour tout entier n > 0 : ———
n(n2+1)

< L.
n?2



Vnb 1
n3+1 2¢y/n”

Vn < L
n2+\f %

® Diverge car pour tout entier n > 1 :

@ Converge car pour tout entiern > 0 : 0 <

Exercice 1.16. Etudier la convergence des séries suivantes :

oy L P
n+1 —1V2n?+ 1
+o0
1
(3] vn — 1)". (4] _
Zl(\/ﬁ ) ; 1+Inn
+oo “+o0
In n™
® — ® _—
= On' 7;2 (n 4+ 2)!
+o0 oo
1-4---(3n+1) 1 G
(7] . (8] .
nzl (n—l—l)! ;((2n+1)!+n2—|—n+1>
+o0
Inn
® (10] E——
Z shn’ —n

Solution|

@ Converge d’apres le critere des séries alternées.
® Converge d’apres le critere des séries alternées.
® Converge d’apres le critere de Cauchy
® Diverge car pour tout entier n > 3 : 1 +1

nn
® Converge d’apres le critere de d’ Alembert.
® Converge d’apres le critere de d’ Alembert.
@ Diverge d’apres le critere de d’ Alembert.

1
2lnn

1
2n°

> >

® 1) D’apres le critere de d’ Alembert, la série Z o +1 Sy converge.

)’n
n2+n+1

2) D’apres le critere des séries alternées, la série Z converge.
n=

(="
(2n+1)! + n2+n+1

D’ou la série Z ( ) converge.
n=0

e"—1

©® Puisque pour tout entiern > 1 : shn > > , le critere de comparaison nous permet
2 27'2
Lot o
d’affirmer que la série ) ; 5— converge.

n=1

@ Diverge d’apres le critere de I’intégrale.

Exercice 1.17. Etudier la convergence des séries suivantes :

02( 1)nlmn 92ln’n'

+oo (n')2 +oo 2

! n
(3) ——4", (4 —.
Z ¢ (2n)! 5™

n:l

5] Z (sm(2n +1)= )n 6! Z (sm(Zn +2)— )n

n=1 n=1



“+o0 “+o0 1
@Zsinn. @Zsin—.
n=1 n=1 n
(9} n sin —. (10} Arctg —.
n=1 n 712::1 \/ﬁ

'Solution]

@ Converge d’apres le critere des séries alternées.
® Converge car pour tout entier n > 1 :

0 < Inn! Yoo Ink _ Inn 2In+/n _ i&
n3 n3 n? n? n2
® Diverge. Posons a,, = 22”—7?;4”. Puisque pour tout entier n > 0 :

App1 4n* +8n + 4
a,  4An24+6n+2

> 1,

la suite (a,) est strictement croissante donc minorée par ag = 1; ce qui entraine que lim,,_, ;o a,, #
0.

@ Converge d’apres le critere de d’ Alembert.

® Converge car pour tout entier n > 0 : | (sin(2n + 1)%)”‘ =
® Diverge car lim,,_, (sin(2n + 2)%)” £ 0.

©@ Montrons que cette série diverge. Pour cela, raisonnons par 1’absurde et supposons qu’elle
converge.

Alors, lim,,, o, sinn = 0 et par conséquent lim,,_,, «, | cosn| = 1. Ainsi, puisque pour tout entier
n>0:

L
n .
27

sin(n + 1 cosn . cosn| .
¥ :’cosl—i— - sml‘z - sinl —cos1,
sinn sinn sinn
on a ]
_ sin(n + 1)
lim |[———| = 40,
n—s+00 sinn

ce qui entraine, d’apres le critere de d’ Alembert, que la série Z:Z sin n diverge. D’ou contradic-
tion.

. . . . P s s . =+ . . .
® Puisque lim,_, ; , xsin % = 1, I'intégrale généralisée | 1 > sin %dx diverge; ce qui nous permet

“+o00

de conclure, grice au critére de I’intégrale, que la série ) sin 1 diverge.
n=1 "

® Diverge car limy, ;o nsin = = 1.

@ Diverge car pour tout entier n > 1 : Arctg \/Lﬁ > ﬁﬁ

Exercice 1.18. Etudier la convergence des séries suivantes :
(1
R | —1+1+1+1+
—~2k 2 4 6 8

LS S S S
2k+1 3 5 7 9

k=1



Solution

O Il s’agit d’une série de Riemann divergente avec a = 1 < 1.

2]
1 1

2% +1 2k
Il s’agit d’une série de Riemann divergente avec o« = 1 < 1.

Exercice 1.19. Etudier la convergence des séries suivantes :

+oo 2_|_1 (2n+1)4 +oo 1\"
Sl:z g Z Z(7n2—|—1)3’ S4:Z_:1(1_;>;

n=2

+oo
= Z In(14+e™").
n=0

Solution|

n’+1 .
5— — 1 7# 0 donc la série ne converge pas.
n
2 2 . s L . .
T = — | s’agit du terme général d’une série de Riemann divergente avec o = % <1
n nz

(1)t 2 1
(Tn241)> 7 n?

Il s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec o = 2 > 1

<1 _ l) _ 6n1n(17%) _ en(f%+o(%)) — oo 1 £0.
e

n
In (1 + e*") ~e "= (é) )

Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans ] —1, 1].

La série diverge.

Exercice 1.20. Déterminer la nature de la série de terme général :

1
— Sl 1 est un carre
n
Uy =
1 .
—  sinon
n2

]Solution\

N N
1
DL SUEDIES D I
n=1 —p2 p

= n#p? n=p
Cette derniere série diverge (Rlemann aveca=1<1 donc la série de terme général u,, diverge.

Expliquons quand méme un peu

zﬁ—ﬂ+—+i+1+i+i+i+i+l+i+
" 3225262 T8 3 102

Ainsi, il est plus clair que tous les 1 ” sont dans la série et que donc la série diverge.



Exercice 1.21. Les sommes suivantes sont-elles finies ?

+oo -1 n +oo on +oo tann (%) +oo 9
Sl_Z(Y)’ 2= g S= 2 g ’54_,;(3n+1)(3n+4)'

n=4 n=0

Solution]

n

° 3 est le terme général d’une série géométrique de raison dans | — 1,1], la série
converge.
2" 2\"
° s = 4 x (§> est le terme général d’une série géométrique de raison dans ] —1, 1], la

série converge.

nfT
tan (7) - 1 _1

Jn+2 — gn+2 - 9

\" . . .
X (§ est le terme général d’une série géométrique de raison

dans | — 1, 1], la série converge.

9 1 ) .. )
° Bt 1) (30 = 4) ~ — estle terme général d’une série d’une série de Riemann convergente
n n n

avec v = 2 > 1.

Exercice 1.22. Déterminer en fonction du paramétre o« € R la nature de la série de terme
général
_In(n)

Uy, .

na

Solution

Si v > 1, alors on utilise la régle de Riemann avec 3 €]a, 1]
1 1
nP n(n) _ n(n)

—0<1.
ne no—>8

Lorsque n — +o00. Cela montre que la série de terme général myf—f) converge car 3 < 1.

Si a < 1, alors on utilise la régle de Riemann avec 8 €]1, o]

1
nﬁM =n*"P1In(n) - +o0.
n()f
Lorsque n — +4-00. Cela montre que la série de terme général mvf—f) diverge car S > 1.

Lorsque o = 1, c’est plus compliqué, les regles de Riemann ne marche pas. Il s’agit d’une série a
termes positifs, on peut appliquer la comparaison a une intégrale

1

zln(x)

T —

Est intégrable car
X g N
/2 mdw = [In(In(z)]3 = In(In(X)) — In(In(2))) — +oo.
Lorsque X tend vers I’infini, ce qui montre que 1’intégrale est divergente, la fonction z — T
est clairement décroissante et tend vers 0 en I’infini, donc la série de terme général #(n) diverge.
Remarque 1.1. C’est ce que 'on appelle la régle de Duhamel.

Exercice 1.23. Etudier la nature de la série de terme général u,, :



_ n+1 _ n+1 _ n+1
Ou, == Ou, = = O u, =
— 1 — In(n) _ 1
O un = g 0 u, = 3 O u, =5
_ A ((n+1)1H)2 — (in (1)\T 1\n?
Ou, = "Gy Ou, = (sin(;))"  Oup,=(1-1})
_ 1\n?
Q u, = (1 + 'r_l) .
'Solution]
® La suite (u,,) est de signe constant
1
Up ~ ﬁ
C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec o = 2 > 1.
® La suite (u,,) est de signe constant
1
Uy ~ —.
n
C’est le terme général d’une série de Riemann divergente avec a = 1 < 1.
® u,, — 1 # 0 la série diverge grossierement.
O v, est de signe constant
1 1 1 1

T +2) m(2(1+32) 2mm)+h(l+3) 2mm)+2to(L)

1
2In(n) + % + o0 ()
D’apres les regles de Riemann n“u,, — 400 avec a < 1 entraine que la série de terme général w,,

diverge.
® u,, est de signe constant

1 1
n2u, = n2

— +o00.

5
niu, = n = — 0

D’apres les regles de Riemann n“u,, — 400 avec o > 1 entraine que la série de terme général u,,
converge.
® u,, est de signe constant

1
U, e 1
SRR —0<0.

D ?apres la Regle de D ?Alembert la série de terme général w,, converge.
@ u,, est de signe constant

4742 (n42)1)?

Unpr _ et A" (04272 D (0 42)%((n + 1))*(20 — 1)!
TR T (n4+ )220+ 1) ((n+ 1)D2(2n+ 1)2n(2n — 1)!
o (n+2)?
_4@n+n%1

Ca ce n’est pas de chance, sauf si on peut montrer que la limite est 1 par valeur supérieure

uM4_4(n+2F _40ﬁ+4n+®__mﬂ+um+16>1
w,  (2n+1)2n  4n24+2n 4n242n '




Ouf! La limite est 17 donc la série de terme général diverge.
® u,, est de signe constant

" ( (1» _ () = (o)) — eimmaeE) 5 1 g

Remarque 1.2. La série de terme général u,, diverge grossierement.

® u,, est de signe constant

2

Up = (1 — l) = €n2 ln(l_%) = 6”2(_%_$+0(n%)) = e_n_%—’_o(l) — e_ne_%"—o(l) ~ L <1> .

n

n z 2 . 2 oe . . . s . .
\}E (%) est le terme général d’une suite géométrique de raison % strictement inférieure a 1. La
série de terme général wu,, converge.

e

2

1 n
Up = <1 + —) > 1.
n
Donc u,, ne peut pas tendre vers 0.

Exercice 1.24.
Montrer que la série de terme général u,, = (=D™

n(Vnt1) est semi-convergente.

'Solution]

On pose 1
oy BEE Y g

(In(vz +1))2  (In(y/z +1))? ‘
Donc la suite de terme général u,, = f(n) est décroissante, elle tend vers O , d’apres le TSSA la
série converge.

1 n2
nz2 |u, = ———— — 400.
funl In(v/n+1)
D’apres les régles de Riemann si n® |u,| — 400 avec o > 1 la série de terme général |u,,| diverge
ce qui montre que la série de terme gé€néral ne converge pas absolument. Cette série est donc
semi-convergente.

Exercice 1.25. Etudier la convergence de la série numérique de terme général wu,, :

Ou, = (—1)"2—?. Ou, = ‘:1—7;,0, e C.
®u, =na"',a €C. O vy, = sin (#ﬂ')
Ou, = (—1)"(v/n +1—+/n). O u, = =2,

n

Qu, =nln (1+%) — cos (ﬁ)



Solution]

® On pose v, = |u,| = ’;—?

(n+1)* 3
n n ! ]- 1
UHI(?)':(?H_ ) X — 0.
Up, n n n+1

n!

D’apres la regle de D’ Alembert, la série de terme général v,, converge, donc la série de terme
général u,, converge absolument, donc elle converge.

n
® On pose v, = |u,| = %
’ jal ! al
Un+1 n+1)! a
= n) = — 0.
U @ n+1
n:

D’apres la regle de D ?Alembert, la série de terme général v,, converge, donc la série de terme
général u,, converge absolument, donc elle converge.
® On pose v, = |u,| = n|a|*™!

Vpt1  (n+1Da|”  n
v,  nla"t n41

lal = |al

Sija| <1

D’apres la regle de D’ Alembert, la série de terme général v,, converge, donc la série de terme
général u,, converge absolument, donc elle converge.

Si |a| > 1, |u,| — +oo donc la série diverge grossiérement.

2
. (n°+1 : T . (T
U, = sin ( 7r) = sin (mr + —) = (—1)"sin (—) :
n n n
Il s’agit d’une série alternée car a,, = sin (%) > 0, il est a peu pres évident que a,, est décroissant

et tend vers 0, d’apres le TSSA, la série converge.

Remarque 1.3. on pourrait montrer qu’elle semi-convergente.

(5]
n+1l-—n 1

N RS TN A e T

est positif, décroissant et tend vers 0, d’apres le TSSA la série converge.

= (—1)" (Vi F 1= /) = (1)

_ 1
an = Vnt+l+y/n

® On pose
N N N
VN = Z sin(n) = Z Im (") = Im Z e
n=0 n=0 n=0

Normalement il faudrait prendre la somme a partir de n = lcarugy n’est pas défini, mais cela ne
change rien au fond.

i(N+1) _i(N+1) i(N+1)>
ez’(N+1) € 2 € 2 —e 2

N N -
in _ a1 — _ _wv o —Zisin (TH)
SR e sy Ty

n=0 n=0



Donc

S| [ 1
= sin (3) |~ sin(3)
N .
Vx| = |Im (nzzoe ) Ze gsm )

Les sommes partielles sont bornées et la suite - est décroissante et tend vers 0 . Cela montre que
la série de terme général u,, = % converge.

@ Tentons de faire un développement limité en n% avec @ > 1 donc a I’ordre 2 ou 3/2, dans le
premier terme on va perdre un ordre a cause du n devant le In et dans la cos la variable sera 1//n

In{1+ ! !
U, = nln — ] —cos | —=
n N4
2 4
11 1 1 (%ﬂ (%ﬂ 1\*
—nl- - — 4 — —))=-l1=- —
n(n 2n2+3n3+0(n3)) ST +0(<\/ﬁ) )
1 1 n 1 n 1 1 1 n 1 + 1 7 + 1 7
— _ _ 0] _— —_ e — 0] _— = 0] _— ~
2n  3n? n2 2n  24n? n? 24n? n? 24n?

Il s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec o« = 2 > 1 donc la série de
terme général u,, converge.

Exercice 1.26. Calculer

~ 1

T;) Uy avec Uy = I;J m.

et .
(=)™~
S e =3 00
'Solution]
® On pose v, = n,, il s’agit d’une série absolument convergente en appliquant la régle de D’ Alem-
bert
U : [ 1
aniENRCEE —0<1.
U, = n+1

n!

On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes

() (£e) B () E (S m) -2

n=0 n=0 k=0 k=

Comme on le verra dans le chapitre ” séries entieres”



Ce qui montre que
+oo
g u, = 2.
n=0

® On pose
1 —1)"
a,=— et b,= (=) )
n! 2n

a, est le terme général d’une série absolument convergente en appliquant la regle de D’ Alembert

Sotl _ DY —0<1.
ay, n+1

n!

|b,| = 2% est le terme général d’une série géométrique convergente avec ¢ = % < 1, donc la série
de terme général b,, converge absolument.
On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes

n=0 n=0 n=0 \k=0

+oo
Z a, = e.
n=0
Comme on le verra dans le chapitre ” séries entieres ~ et
SIS .
n — _— = —1 = —.
= =\ 2 1-(=) 3

Finalement
n=0 3

Exercice 1.27. Etudier la nature des séries de terme général et calculer leur somme :
Ou, =221 n>3. Qunz(—l)"ln<2—ﬂ>,n22.

n(n2—4)°

@un:ln(l—m>, nZl.

'Solution]

0y, ~ # qui est une suite de Riemann convergente car « = 2 > 1 donc la série de terme général
u, converge.
On décompose cette fraction en élément simple

2n — 1 §+
un = = —
n(n—2)(n+2) n

2
n n 3 5 n

O e R 5

— 4 8 8 I a2 - - -
;“’“ ;(l{+k—2+k+2) 12 T8 k2 82




Dans la seconde somme onpose k' =k —2,k=3=Fk =letk=n=Fk =n—2.
Dans la troisieme somme on pose k”/ =k + 2,k =3 = k' =betk=n=£k =n+2

n n2 1 5n+2 1
SUEES IS RS IS
k=1 k=5
On change k' en ket k" en k
z”: 1”1+3"21 5o 1
u — J— J— — J—
R Ty Ly, ko 84—k

TT
N
i
w
TF
N
il
ot

z": 1 1 22 1 +3 1+1+1+1+Hl+ 1
up, =~ = +- - — = P s -
Ry 4 k n 8 234 k' n+l
k=3 k=3 k=5
n—2

5 1 1 1 1

‘g(gﬁ +;+n+1+n+2)

! 1+1+ +1 N CIEE .

C4\3 4 n 8 2 3 4

n—2 n—2 n—2
5/ 1 +1+ 1 . 1 +1Z1+3 1 582
8\n—1 n n+1 n+2 4k:3k 8k:3k 8k:3k'

Les trois dernieres sommes s’annulent et il reste

Zu_1 LN NS N S W AR S S AN A SRS S 1
" 4\3"4 n-1"n) "8 23 4) 8\n—-1"n n+l n+2
fu—lim Zn:u—l 1+1 +§ 1+1+1+1 _l_,_%_@

L T e T T \3 T ) TS 2737 4) T8 T2 9%

A 11 est a peu pres clair que u, tend vers 0 , c’est déja cela, mais comment, on Va faire un
développement limité en  de |u,| = In (%41) (car 25 > 1), on pose z=2Ldoncn =21

On fait un developpement limité a I’ordre 2 car la série de Riemann —est dlvergente et que la série
de Riemann # est convergente (En général il faut aller a un ordre strictement supérieur a 1, dans
les cas raisonnable).

|un|:1n(fvi> :m(“‘”) —In(1+2) — In(1 — z)

% 1—=x
2 2
_ . 2y _(_._ %Y 2
=z 2—|—0(:v) ( T 2+0(a:))
1 1 1
:2x+0(x2):ﬁ+0<—2) ~ —.

n n

Et voila, c’est raté la série de terme général u,, ne converge pas absolument, on va essayer de
montrer qu’elle converge simplement en utilisant le fait que cette série est alternée.

v, = In (Zi_i) = f(n) avec f(zx)=1In (x+1) =In(zx+1)—In(x —1),2 > 2

1 1 z-1-(z+1) 2
/ _ . _ - _
f(x)_x+1 x—1 2 -1 x2—1<0'




De plus

lim v, = lim In (n—i_i) = 0.

n—-+o0o n—-+o0o n —
Donc la série de terme général u,, = (—1)"v, est convergente.
>k (1) I (7)) = 25 o (= 1) (In(k + 1) — In(k — 1))
= 2k (Z DIk 4+ 1) = 320, (= 1)  In(k — 1),

Dans la premi¢re somme onpose ¥’ = k+ 1,k =2=Fk =3etk=n=FkF =n+ 1.
Dans la seconde somme onpose k' =k —1,k=2=Fk =letk=n=F =n—-1

n

> (-1)fIn (%) => ()" I (K) - i(—m”“ In (k") .

k=2 k'=3 k' —1

On remarque que (—1)%"*! = (—=1)¥"~1(=1)2 = (—1)¥"~1, puis on remplace k’ et k" par k dans
chacune des sommes

St ) = S ) - - )

k=3 k=1

Les deux sommes se simplifient

n

> (1) (%) = (=¥ 'In(k) = ) (1) In(k)

k=2

= lim_ ((_1)”—1 In (ni 1> + ln(Q)) — In(2)

®u, =1In (1 — (n+—2)2> ~ e —#, il s’agit d’une suite de Riemann avec « = 2 > 1, la

série converge.
Petit calcul

- I (k+2°—-1 (k+2-1)(k+2-1) (k+3)(k+1)
(k+2)2 (k+2)2 (k +2)? (b +2)?

Seltwte) (0

:iln(k—}—?))—l—zn:ln(k—l—l) —Ziln(k—i—Q).




Dans la premieére somme onpose k' = k+3,k=1=k =4 k=n=kF =n+3.
Dans la deuxieme somme onpose k" =k + 1,k=1=k'=2k=n=k' =n+1.
Dans la troisieme somme on pose ' =k +2,k=1=k"=3k=n=kK =n+2

n+3 n+1 n+2
Zln<1— P > Zln )+ D> () =2 ) (k).
k=2 k" =3

On remplace k', k" et k" par k

n+3 n+1 n+2

Zln( k+2) Zln )+ > In(k)—2) In(k)

On va réunir les sommes entre k = 4etk=n-+1

- 1

2.1 (1‘ <k+2>2>
(nzjln )+ In(n+2) +1n(n+3)> <1n )+ 1n(3 +nz:ln )
( +n2:1n +lnn—|—1))

Les sommes de In(k) de k =4 a k = n + 1 s’éliminent.

Zln (1 — (/{+—12)2> = (In(n+2)+In(n+3)) + (In(2) + In(3)) — 2(In(3) + In(n + 1)

B (n+2)(n+3)
=1In ( (ot 1)2 ) +1n(2) — In(3)

Lt 2)(n+3)
n——+00 (n + 1)2

=1.

donc
lim " In(1- Y\ In(2) —In(3) =1In 2
n—r+00 — (/{Z + 2)2 n N 3)

Exercice 1.28.
Si (v1,),,>0 st une suite numérique tendant vers 0 et si a, b, c sont trois réels vérifiant
a + b+ ¢ = 0, on pose pour tout n > 0 :

Up, = AV, + bUp11 + CURy2.

Montrer que la suite de terme général u,, converge et calculer sa somme.

'Solution]

n n n n n

Zuk = Z (avg + bugs1 + cvpsa) = aka + vakH + ch;H_g.

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0



Dans la deuxieme somme onpose k' =k + 1, k=0=Fk =letk=n=F =n+ 1.
Dans la troisieme somme on pose k”/ =k +2,k=0= k' =2etk=n=F =n+2

n+1 n+2
Zuk = aka —i—vak/ +c Z Vg .
k=1 k=2
On change k' et k" par k.
n+1 n+2

Zuk—aka+vak+chk

On réunit les sommes entre k = 2 etk =n
Zuk =aq (vo + vy + ka> +b (1)1 + ka + Un+1> +c (ka + Upi1 + vn+2>
k=0 k=2 k=2 k=2

= a(vy +v1) + bvy + DUy + € (Vg1 + Unga) + (@ +0+0) D vy

= a(vg+v1) + buy + bvy1 + ¢ (Vpa1 + Vpgo) .

Cara+b+c=0.
La suite tend vers 0 donc

lim Z up = lim (a(vg 4 v1) + bvy + bvyi1 + ¢ (Vp1 + Vpyo)) = a(vo + v1) + buy.

n—-+0o n——+oo

Exercice 1.29.

Etudier la convergence des séries de terme général :

® u,, = sin (WZZID ®u, = (1 — cos (%)) (In(n))2011
®u, = /on Vv sin(x)dx ®u, = W
O u, = W ® u, = 2;(sin(a))?".

Solution|

@ On va d’abord diviser n® + 1 par n? + 1, ce qui donne n® + 1 = (n? + 1) n + (—n + 1), donc

nd+1 +—n—|—1
n .
n?+1 nZ+1

_ n®+1 . +—n+1 (—1)"s -n+1
U, =sin | T =sin | nm m) = (—1)"sin ).
n?+1 n? +1 n?+1

On va montrer que la série est alternée, mais comme —n + 1 < 0, le sinus va étre négatif aussi, on
va légerement modifier u,,

341 -1
U, = sin ' ) (—1)"*sin n ).
n?+1 n?+1

Et alors




n—1
n2+1

n—1
n2+1

Puis on va montrer que v,, = sin (
donc v,, tend vers sin(0) = 0.

Avant de montrer que la suite est décroissante on va montrer que 7?2;11 7 e} 0, 5[ 7:21117r > 0 c’est
clair

7r) est décroissante et qu’elle tend vers 0 tend vers 0,

T n—1_ (/1 n-1\_ n’+1-2(n—-1)m n’—2n+37
o w2+l \2 m2+1)" T 2mr+1) 2 2m2+1) 2
—D(n—
-3
2(n?+1) 2
Pour n > 3 (n tend vers !’ infini donc on n’a pas de probleme pour les petites valeurs de n )

vn:sin(n_1ﬂ>:f(n) avec f(x):sin(;_lw)

n2+1

. r—1 Y r—1 Ix(2241)—(x—1) x 2z r—1
fl(x) = 7| cos T|=m 5 cos T
z? +1 z? +1 (22 + 1) 2%+ 1
—2?2+2r+1 (x—l )
=T————5 —C0s | — m).
(x2+1) ¢+ 1
Au moins pour x assez grand, —x? + 2z + 1 < 0 et pour  assez grand (que 3 ) P
r—1

donc cos (I2 +17r) > 0, la fonction est décroissante donc la suite est décroissante. Finalement il
s’agit d’une série alternée convergente.

Uy = (1 — CoS (%)) (In(n))?H = (1 — (1 - (27)2 +o (%))) (In(n))?oH

= (2”—; +o (%)) (In(n))*" ~ ;—;(ln(n))mll

2

L 1#6]0,%[

:T 2011 _ T 1 2011 _,
ez () = () 0,

n

D’apres la regle de Riemann la série de terme général u,, converge.
® On rappelle que pour tout x > 0,sin(z) < x

" " 2 51" 2ms
0<u,= / Vsin(z)dz < / Vadr = [gxg} =T
0 0

0 3

3
lo =

- est le terme général d’une série de Riemann convergente, avec o = % > 1. Donc la série de
n2
terme général u,, converge.

Oy, = %ﬁ n’est pas de signe constant mais il parait délicat d’appliquer le TSSA
14+ (=1)"y/n 1 n
1+n 1+n 1+n

1 1

g~ est le terme général d’une série de Riemann avec = 1 < 1, donc divergente.

Posons f(z) = 1%, on a alors f(n) = 1%

f(n) >0et lim f(n)=0.

n—-+00
C’est évident. Et pour tout x > 1
sal+2) VT (142)-2 1-—

(14 )2 C2yz(T+2)2 2y/x(1 4 2)2



Ce qui montre que la suite (%) est décroissante, d’apres le TSSA la série de terme général

(—1)" 1% converge.
1

u, est la somme du terme général d’une série divergente (—) et du terme général d’une série

n+1
convergente (—1)”1%, donc la série de terme général u,, diverge.

® D’apres la regle de Cauchy

3=

(un) —(m)"—ﬁ—md.

Donc la série de terme général u,, converge. ® Cela va dépendre de la valeur de o

Donc

D’apres la regle de Cauchy.
Si 2sin*(a) < 1, autrement dit sin®(v) < 3, soit encore —‘/75 < sin(a) < ‘/75 c’est-a-dire si o €
12 + 2km, T + 2kr[ avec k € Z ou o €]3F + 2km, 2% + 2kx[ avec k € Z. Cela se voit assez
facilement sur le cercle trigonométrique.
La série de terme général u,, converge.
Si 2sin?(a) > 1, autrement dit si >sin?(a) > 1, soit encore —1 < sin(a) < —*%2 ou X <
sin(a) < 1, ¢’est-a-dire si o €)% + 2km, 3 + 2knw| avec k € Z ou o €)% + 2k, It + 2kw[ avec
k € Z La série de terme général u,, diverge.
Si 2sin®(a) = 1 on ne peut pas conclure avec la régle de Cauchy, mais alors

2n (2sin*(@))" 1

— ; 2n _ —
Up = E(Sln(@)) "= T = ﬁ

Qui est le terme général d’une série de Riemann convergente avec o = 2 > 1.

Exercice 1.30.
On considere la suite numérique (u,,) définie par :

- a
U, = n! sin | — a € RT\nN
Il () «cmive

Un+1

©® On suppose que a # 1. En étudiant la suite (T) préciser

a) La nature de la série ) u,,.
b) La nature de la suite (u,,).
® a) Sia, = In (nsin (1)), quelle est la nature de la série }_ a,, ?

b) Quelle est la nature de la suite (u,,) pour a = 1.

Solution|




a. La suite u,, n’est pas forcément positive mais a partir d’un certain rang 0 < 7 < 7 donc les
termes sin (%) sont positifs donc u,, ne change plus de signe lorsque que n augmente. Elle
est de signe constant.

n+1

n+1 a
Up+1 . (n + 1)' =1 sin (E) _ (n n 1) sin
n -+

Un  nl[[_ sin (%)

D’apres la regle de D’ Alembert si a < 1 alors la série converge et si @ > 1 la série diverge.

a1>~(n+1)><

b. Si la série converge alors la suite tend vers 0.

a. sin (+) ~ L donc a, tend vers 0, on va faire un développement limité de a,, en = a I’ordre
2. Attention en multipliant par n on va perdre un ordre. Remarque sin (%) < % donc
n sin ( ) < 1 et la suite a,, est négatif (donc de signe constant).

)b )l )

—6# est le terme général d’une série de Riemann convergente (v = 2 > 1). Donc la série
de terme général a,, converge.

b. Poura =1

Donc

e (3) - ()

La série de terme général a,, converge, donc la suite (u,) converge.
Exercice 1.31.
On considere la suite (u,,) définie par u; = letu, 1 = %e‘“n pour tout n > 1.
O Nature de la série > u,, ?
® Nature de la série > (—1)"u,,?

'Solution

© Dans un premier temps remarquons que pour tout n > 1, u,, > 0, on en déduit que
1
0<Uppr < —.
n
Cela montre que la suite (u,) tend vers 0 mais cela ne suffit pas pour montrer que la série est

convergente (si on avait pu montrer que 0 < u, 1 < — la cela auralt ete bon).
Dans un deuxieme temps on va faire un developpement limité en ” w,,

1 1 Uy, Up, 1
et = S o)) = £ - 2o () L L
n n n



% est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général w,, diverge.
2] "
—-1)" u u
(1) = S Cayntn ()
n n n

(-t

est une série alternée, 7% tend vers 0 en décroissant, c’est le terme général d’une série de

Riemann. u u u
(1)l (_n> o Un
n n n

Un 1 1 = _1\n+lun Up sz N L.
Et0 < % < D) —5 par conséquent (—1)""% + o ( - ) est le terme général d’une série
n+1

absolument convergente, ¢’est donc le terme général d’une série convergente et enfin (—1)
est le terme général d’une série convergente. (Il en est de méme pour (—1)"u,, évidemment).

Un+1

Exercice 1.32.

. nn! s e
Montrer que la suite u,, = <5 converge, on pourra d’abord montrer que la série de
n"t2 ’

Un+1
zZ, = In
Unp

Solution]

terme général

est convergente.

entl(n41)! . X )
Unp1 () tE et D eln+Da"tz en™ts
thn T emln+ )™ L) (i) En4L) (1)
n—&-%
—e 2 — ee(m3)(5E) = g (n+3) (=) = o= (nr3)m(143)
n+1

Le but est de faire un développement limité de “*+ en % al’ordre 2.

Untl _ ee_<n+%)<%_ﬁ+ﬁ+o(%)) = ee_(l_ﬁ—*'?m%'i_ﬁ_zln%—'—o(%)) = ee_H_ian%_i"_m—’_o(%)

Up,
_emnto(d) g4 1 1
e + 12n2 to n? )’

| 1+ 1 i 1 1 n 1 1
2, = In ol — = ol = | ~ )
12n2 n? 12n2 n? 12n2

# est le terme général d’une série de Riemann convergente donc z,, est le terme général d’une
série convergente.

Par conséquent

D’autre part
n n U n n n
sz = Zln < Z:l) = (In (ugyq) — In(ug)) = Zln (upy1) — Zln (ug) -
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Dans la premiere somme onpose ¥’ = k+ 1, k=1=k =2etk=n=kF =n+2

n+1

sz = Zln (up) — Zln (ug) -
k=1 k=2 k=1



On change k' en k dans la premiere somme et on simplifie

n

Z 2k = In (upyp1) — In(ug)

k=1
n

In (tpq1) = Z 2k 4+ 1In (uq) .

k=1

La série de terme général z;, converge donc In (u, 1) converge et finalement w,,,; admet une limite
finie.

Exercice 1.33.
Nature de la série de terme général (convergence et absolue convergence).

'Solution]

Commencons par une mauvaise nouvelle, si u,, et v,, sont les termes généraux de séries absolument
convergente alors w,, est le terme général de la série produit, qui est convergente et on a :

—+00 +o0o n “+o00 “+oo
D_wn = > ek = | ) un | | D v ).
n=0 n=0 k=0 n=0 n=0

Seulement voila la série de terme général v,, ne converge pas absolument alors il faut faire autre-
ment.

N B N n B N n (_1)k (_1)n7k
Sw= > (Swes ) = 30 (S0 S
n=0 n=0 \k=0 =0 \k=0
n n 1
= —1)" .
(D S ).
n=0 k=0
Puis on va décomposer la fraction rationnelle Wln—kﬂ) en éléments simples, il existe a, b et ¢

(ces trois constantes peuvent dépendre de n ) tels que :

1 B a . b n c
(k+12n—k+1) (k+12 k+1 n—k+1

Je multiplie par (k + 1)2, puis k = —1

1 1
a = _— = .
n—k+1],_, n+2

Je multiple parn — k + 1, puisk =n+1



Je multiplie par k, puis k — 400

1
O=b—c=b=——.
¢ (n+2)?
Finalement on a
1 1 1
1 P (n+2)2 (n+2)2

k112 k1) (h+1f kil n—k+1

Ce que I’on remplace dans la somme partielle

N N n 1 (1)2 (1)2
= _1n n+2 n+2 n+2
S (D (e e
n=0 n=0 k=0
N n n n
1 1 1 1 1 1
Zn0< n—i—QZk:O(k—i—l)? (n+2)22k:0k+1 (n+2)2k:0n—k—|—1

Puis on va faire le changement d’indice &' = n — k dans la somme

n

1
Zn—/€+1

k=0
Ek=0=Fk=n etk=n=k=0
k:On_k+1 klzok/+1 k:Ok_'_l

Ce que I’on remplace dans la somme partielle

al al 1 1 1 1 1 & 1
anzz<(_1) <n+22(k+1)2+(n+2)2;k+1+(n+2)2;k+1)>

n=0 n=0 k=0
N n n
1 1 2 1
— _1)
Z<( ) n+2z(k+1)2+(n+2)2zk+1>>
n=0 k=0 k=0
N n N n
(=1)" 1 (=1)" 1
= +2 =SiN+ Son.
> (o) o (S
ol wy, = (;Jlr); Y o @ +11)2 est le terme général de la série S et wy,, = % Y o k—il le

terme général de la série Ss.

On rappelle un résultat ” connu ”,
n

Alors

1 1 In(n
n%|w2,n|:n% Zk ~ ( )—>O.

D’apres les regles de Riemann la série de terme général converge absolument, donc S; ny admet
une limite finie lorsque /V tend vers 1’infini.

Pour la série Sy cela va étre moins simple ), _, est une somme partielle qui admet une

1
(k+1)2



limite puisque que le terme général est équivalent a kiz qui est le terme général d’une série de
. . —n £
Riemann convergente, mais le terme (n +)2 ne permet pas d’espérer une convergence absolue, reste

la solution de montrer qu’il s’agit d’une série alternée, il faut montrer que

n

1 1
“”_n+2z(k+1)2'

k=0

Tend vers O et est dévroissant, a,, — 0 ¢’est évident.

1w 1 <& 1
Apr1l — Ay, = —
i n+3kzzo(k+1)2 n+2 4 (k+1)

n+1 n
(n+2) kiom_<”+3)2k=0(k++)2
(n+2)(n+3) )

Donc a,,+1 — a,, a le méme signe que

n+1 n

1 1
(n+2);0—(k+1)2 —(n+3);_0—(k+1>2

n ) 1 1 1 g 1
:(n+2) (; (k—|—1)2+ (n+2)2> _(N—F?))k_o (k+1)2 :n+2_k:0 (k;—}—l)z.

Pour tout k& € {0,...,n},k+ 1 <n+ 1, donc

n n

1 1 1 1
Z(k+1)2 >Z(n—|—1)2 BRCESED SR e iRl U e ¢

k=0 k=0 k=0

Par conséquent
1 =~ 1 _ 1 1 n+l—(n+2) —1 “0
n+2 (k+1)2 "n+2 n+l (m+2)n+1) ®+2)(n+1)

k=0

Ce qui montre bien que a,,+1 — a, < 0 c’est-a-dire que la suite est décroissante.
Par conséquent
()"~ 1

w1, n+2;(k5+1)2 (=1)"a

Est le terme général d’une série convergente et enfin la série de terme général w,, est la somme de
deux série convergente, elle converge.

Exercice 1.34.
Montrer que les séries de terme général

_E=nr e, D

“Erm S T A

Ne sont pas de mémes natures et que pourtant u,, ~ v,,.

1
+ =

S

'Solution]




\/Lﬁ est décroissant et tend vers O donc la série de terme général w,, est une série convergente.

% est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général v,, est la
somme d’une série convergente et d’une série divergente, elle diverge.

(D" 4 1
U_”:\f—n:1+ﬂ:1+(_)_>1
Up, (*\}) (—=1)"n NG

Ce qui montre que ces deux suites sont équivalentes.

Remarque 1.4. Si u,, ~ v, alors les séries de terme général u,, et de terme général v,, sont de
méme nature est un résultat faux, pour qu’il soit vrai, il faut que u,, et v,, soient de signes constants.

Exercice 1.35. On pose
1
f(n) :/ z"e ®dr, meN
0

O Montrer que la suite f(n) est positive et décroissante. Au moyen d’une intégration par
parties donner une relation de récurrence entre f(n) et f(n — 1).

Montrer par récurrence que pour tout n > 0
n! "1
n)y=—_e— — 1.
=" (e 1)
® Montrer que I’on a :

1
oD ST <

e(n +

En déduire la nature des séries

oo oo

> f(n) Z Z —1)"f(n).

® Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

Z f(n)x™.

]Solution\

O Ve c[0,1],2"* > 0donc f(n) >

Vo e[0,1,0<z<1=0<a" <™

1 1
/ 2" He ?dr < / z"e *dzx.
0 0

Autrement dit f(n + 1) < f(n), cette suite est décroissante.

Donc

1 1
f(n) = /0 z"e *dx = [ x”e_ﬂé — /0 na 1 (—e‘x) dr = —é +nf(n—1).



Montrons par récurrence que

Pourn =0 .
0, —=x —z]!
/0 re fdr = [—e ]0:—5—1—1
0! 1 1
clem2gm)=ce-n=1-7
k=0
L hypothese est vérifiée au rang 0.
Supposons
n—1
(n—1)! 1
—1) = — il
fn—1) === o
k=0
Alors
(n—1)! — 1 1 — 1
- _Z 1) =_—-= - — | === — —
fn) +nf(n—1) +n— e o . e o
k=0 k=0

Ce qui acheve la récurrence.
® Pour tout z € [0,1],e7! < e < e, on en déduit que :

1 1
—/ zdr < f(n) < / x"dzx.
€ Jo 0

1
- xx"<z"e " < g™
e

Puis en intégrant en O et 1

Comme
/1 1 1 1
z"dx = = )
0 n —|‘ 1 0 n -+ 1
Cela donne ) )
— < < —
e(n+1) — f(n) < n+1

f(n) est minorée par e(n—1+1)

la série de terme général f(n) diverge.

1 f(n) 1
en(n—irl)S n Sn(n—irl)'

~ i qui est le terme général d’une série de Riemann divergente donc

f(n)

n

1
n(n+1) ~
la série de terme général @ converge.

f(n) est positive et décroissante, la série de terme général (—1)" f(n) est une série alternée conver-

gente.

est majorée par % qui est le terme général d’une série de Riemann convergente donc



® Soit R le rayon de convergence de la série entiere. Comme la série de terme général f(n) diverge
cela signifie que 1 n’est pas dans le disque de convergence sinon

> fn)m,

Convergerait, cela entraine que R > 1.
Comme la série de terme général (—1)" f(n) converge, cela signifie que —1 est dans le disque de
converge donc R < 1, en effet

> f)(-1)" < +oo.

Exercice 1.36. On considére la série numérique de terme général u,, pour n > 1 et

acR:
(nen(3))
U, = | nsin | —
n

©® Montrer que si cette série est convergente pour une valeur a donnée, elle converge pour
tout b > a.

® Montrer que si a < 2 la série est divergente.

a

On pourra utiliser un développement limité de In (u,,).
® Onposea =2+cavec0 <e <1

Montrer que u,, est équivalent a exp (—
gente.

1

E"E) . En déduire que la série est alors conver-

® Donner toutes les valeurs de a pour lesquelles cette série converge.

Solution|

® On a0 < sin(u) < u pour u > 0 donc
1 1
0<nsin(—> <nx—=1
n n

Par conséquent
a b

o)) ) o

b
zo 2 . n : z z. 2 o
Cela montre que le terme général (n sin (%)) est majoré par le terme général d’une série conver-

gente, cette série converge.

) o = (s (1)) ) <o o (1))

Il faut faire le développement limité de sin (%) a un ordre suffisant parce que I’on va d’abord
multiplier par n puis par n* et a la fin on veut un développement limité a un ordre strictement
supérieur a 2.

In (u,) =n"In (nsin <l)) =n"In (n (l—i—l—o(i))> =n"In (1—L+o(i>)
n n  6n3 n* 6n? n3
(1 1 1 1
- (‘a?*({)) :‘anz—a”(nz—a)'

Puisque n® > n.




Comme a < 2,2 —a > 0, ce qui montre que In (u,,) tend vers 0 , et que donc w,, tend vers 1 # 0,
la série ne converge pas.

In (u,) = n***In (n sin g%)) =n""In (" (% B # e (%)»

(o)) () o)

1
nl—e

ne
Up ~ €XD (—E) .

En utilisant les regles de Riemann avec o = 2 > 1

1 —€e>0donc nl% — 0 et alors exp (0 ( )) — 1, ce qui montre que

€
. 2 . 2
lim n*u, = lim n”exp <——> = 0.
n—-4o00 n—4o0o 6

Ce qui montre que la série de terme général u,, converge.

® On vient de montrer que la série de terme général u,, était convergente si 2 < a < 3etala
premicre question on a montré qui si la série convergeait pour a alors elle convergeait pour b > a,
elle converge donc pour tout a > 2.

Exercice 1.37.
Pour n € N, on pose :

1 :U2n
Uy, = / de et v, =
o 1+ x2 2n 4+ 1

® a) Calculer ug.

b) Montrer que pour toutn € Nona:

1
o0<u,<
- “2n+4+1
(2]
a) Montrer que pour toutn € Nona:
N 1
u u = .
n n+1 2n + 1

b) En déduire que :

n - .
Z’Uk = Z + (—1) Un+41-
k=0

¢) Montrer que la série de terme général v,, converge et calculer sa somme.



Solution]

a)

1
1
Uy = /0 o dz = [arctan(z)]} = arctan(1) — arctan(0) = Z

b) 22+ 1> 1donc
l,2n xQn on
< — ="

0<
1422~

Puis en intégrant entre 0 et 1

1 2n 1 2n+1 71 1
0< / v dr < / 2 dr = * =
o 1+ 22 0 2n+1], 2n+1

a)
1 ,..2(n+1) 1 2n 1 ,.2n+2 2n 1 2 2n
x x x +x (1+2°)z
n n= d dx = ———dr = ——d
Unt1 U /0 1+ 22 $+/0 1122 /0 1ra2 /0 1 ra2
1
1
2n+1
b)
Y DIAUNRES pEIOTES » s
k=0 k=0 k=0 k=0 =0
Dans la premieére somme onpose k' = k+ 1,k=0=k =lethk=n=kF =n+1
n n+1 n
ka = Z(—l)k/_luk/ —+ Z(—l)kUk
k=0 k=1 k=0

On remplace £’ par k dans la premiére somme

n+1

> =D (=) + > (= 1)Fuy

= (=" s + > (=D g+ (1) %u0 + > (—1)
k=1 k=1

= (—1) Un+1 + ug + Z(—l)kiluk -+ Z(—l)kuk
k=1 k=1
n - n B . -
= (=1 s 0+ D (=D e = Y (=D e = ()" +
k=1 k=1

Il ne reste plus qu’a remarquer que u,, tend vers 0 pour montrer que

[e.@]
>ou=1
Vi = —.
4

k=0



Chapitre 2

Fonctions numériques de deux variables

Exercice 2.1. Calculer les limites suivantes quand elles existent :
(1

23
lim —
(z,9)—(0,0) y
(2]
. r+ 2y
lim ———.
(zsy)—(0,0) 2 — y2
(3)
lim 2Y.
(z,9)—(0,0)
(4]
lim «ln(xz? + y?).
(z,y)—(0,0) ( y)
(1)

1
1 e=*+v?,
(z,y)—(0,0)

Exercice 2.2.
Calculer les limites suivantes quand elles existent :

x? — y? x? — y?
O lim ——. ® lim xy——.
(z,9)—(0,0) T2 + yz (z,y)—(0,0) X x2 +§ y?2
— xr
® lim - Y. e Iim Y
(z,y)—(0,0) 2 + y2 (z,y)—(0,0) 2 ;|— 2y2
£
® lim 7 ® lim Y
(@) =(0,0) 22 4 y? (@) —(0,0) 22 + y*
sSin x i
@ lim 7Y ® lim Y
(@,9)—(0,0) /22 + 9?2 (@,9)—(0,0) 2 + y2
1— Va2 2 x? sin
® lim COSVEF Y © lim Y
(z,y)—(0,0) x? + y? (z,y)—(0,0) 2 + y2
Solution|
. . . ? —y?
@ N’existe pas car lltg% f(t,0)=1#—-1= 11_{% f(0,t) avec f(z,y) = o
2 2 2?2 — o2

® VY (x,y) € R*\{(0,0)} : <l|ry|= lim ay

() —(00) a2 41y>

rm—Yy
xyx2+y2



3,2
® N’existe pas car lim f(¢,0) = 0 # —1 = lim f(0, ) avec f(x,y) = x> —y
=0 t—0

x? 4+ y?
@ V(z,y) € R*\{(0,0)}:
3,3 2 2 3.4 .3
2 +y :x]a:\+y|y|§‘x’+’y|:> lim Yy
x? + 32 2 4 y? (@,y)—(0,0) T2 + 3>
© N'exist lim f(t,1) = & # 0 = lim /(t,0) avec f(x,y) = —-2
existe pas car lim f(#,7) = 5 = lim f(¢,0) avee f(z,y) = 5 "
®V(z,y) € R*\{(0,0)}:
2,2 2 2,2
< 2$1/4: Qx y*<y’= lim .
2yt a2 4yl (@)~ (0,0) 22 + 1
0 V(z,y) € R*\{(0,0)} :
sin xy |zy| . sin zy
< <lz|= lim ——=0.
‘\/xg%—y? RV T i (2.9)—=(0,0) /22 + 12
. ) 1 ) sin xy
® N’existe pas car 15% ft,t) = 3 #0= 15% f(t,0)avec f(x,y) = Zrg
1-— t 1 1-— \/ 2 21
Olim— ' — - = lim VT Y _
t=0 {2 2 (zy)—(0,0) x? + y? 2
O V(z,y) € R*\{(0,0)} :
x?siny x? x?siny
2+ y?| 2?4y Isinyl < Iy ) (0.0) 22 + y?
Exercice 2.3.
Calculer les limites suivantes quand elles existent :
. sin 22 + sin 2zy + sin y2 . sin z siny
O lim . ® lim —.
(z,y)—(0,0) w/132-1-y2 (z,y)—(0,0) tg /a2 + Y2
x® sin 22 sin
® lim o Y @ lim Y
(2:y)—(0,0) sin” (22 + y2) (@,9)—(0,0) x 4:5 sh?y
‘m Ty sinry . ® lim Yy )
(2,5)—(0,0) shx2 + sh® y (@y)—(0,0) /x2 4 y?
sin x th 4 _ 4
@ lim ——2Y ® lim -~ Y

(zyy)—(0,0) x2 + yz.
zsin (x? — y?)

(may)_>(070) Sil’l (Q’,’Z —|— yz) ’
sin (x2 2 x? sin
® lim x’y . @ im (x* 4+ y*) + y
(@) =(0,0) tg (2 + y?) (,y)—(0,0) sh (z2 + y?)

\Solution\

sin 22 + sin 22y + sin y?

OV (z,y) € R*\{(0,0)} :




2 2 2
< e 2uylty” (el ) o
/x2_|_y2 ’$2+y2

sin 2% + sin 2zy + sin 3/ B

= lim = 0.
(z,y)—(0,0) a2+ y?
@V (r,y) e R*avec0 < \/22 4+ 32 < I
sin z sin y < |yl < Va2 + y? W= lim sinzsiny
tg/x2+y? | tg/r2 4 y? tg /2?4y (2.9)—=(0,0) tg /22 + y?

: : , z° 4y
® N’existe pas car lim f(¢,0) = 0 # 1 = lim f(0,¢) avec f(x,y) =
t—0 t—0

® 2.14V(z,y) € R*\{(0,0)} :
sin 2% sin y
22+ sh?y

|sinz?| | ,
= |siny| <|y| = lim

sin 2% sin y B
22 +sh’y (2)—0,0) 22 + sh?y

® Rappel : V(z,y) € R? : sha? > 22 et sh?y > 3%
V(z,y) € R\{(0,0)} :

. 2,2 i
xysin xy Ty 9 . xysin xy
<y*= lim —=
sh 22 + sh? y‘ T4y T Y (z.9)=(0,0) sh® +-sh? y
® V(r,y) € R*\{(0,0)} :
xy |£L‘| . xry
= < = lim ———=0.
‘ \/xZ + y2 \/332 —+ y2 |y| - |y| (x,y)—(0,0) \/ .CU2 + y2
0 V(z,y) € R*\{(0,0)} :
sinz thy || _ sinz thy
< < = lim —=0.
\/x2 +y2 - \/12 +y2|y‘ |y| (z,y)—+(0,0) \/fL’Q +y2

im -~ ¥ __
(x,y)gr%0,0) sin (2 + y?2) (m,y)lir%0,0) sin (22 + y2)
OV(z,y) e R*avec0 < z? +y? < I:

x4—y4 . £U2+y2 (2 2)20

5 3sin (2”2 — y°) (z* +y%) oy = lim %y sin (2% — y?)
tg (22 +9°) | 7 tg(2® +4?) (@y)—>00) " ° tg(z? +y?)
. t . 2 2
O lim gy SREEY)
t—0 sht (2,9)—(0,0) sh (22 + y2)
2)V(z,y) € R\ {(0,0)} :
r?siny 22 + 92 r?siny
iny| = lim —— 0¥ __
sh (22 4+ y?)| ~ sh(a? +y?) [sing (e:0)(0.0) sh (2 +y?)
sin(:v2+y2>+x25iny —1

Finalement, lim ;) (0,0) Y )

Exercice 2.4.
Calculer les limites suivantes quand elles existent :

sin? (22 + y2)’

= 0.



. zitg ry
lm T t8TY
(z:y)—(0,0) x2 + y2

lim -
(z,y)—(0,0) sin (x2 + y?)

. ln{*/1—|—a:—2—|—y2
.

lim
(z,y)—(0,0)  sh (2% 4 y?)
N S
e Va2+y?
lim ————.
(z,y)—(0,0) x2 4 y2

@ lim xyln (a:2 + yz).

(=,y)—(0,0)

Arctg 2 (22 + y?) + x%siny

2
t
lim r-1gy

i —_
(z,y)—(0,0) 2 4 y2

2
£
im 7 tn y>.

(29)—(0,0) £2 + y4

ln\/1+\/a:2—|—(y—1)4
sim\/lazz—l—(y—l)‘1 .

e T ?

lim
(z,y)—(0,1)

lim .
(z,y)—(0,0) sin +/x2 + y2
In (_1+m4+y4>
. 1+w2+y2
lim  — :
(z,y)—(0,0) S1n (332 _|_ yz)

by 2O+ +y?) +y'ln(@®+y?) L (@ —yh) +sin2 (@ +y7)
(,5)—(0,0) x? + y2 (,4)—(0,0) (x8 4 yb)
X In (1 + (a:2 — y2)2 + w2y2>.
Calculer lim, ., (0,0) f(x, y) pour les
fonctions f : R? — R définies par.
Solution]
[1]¥(x,y) € R\{(0,0)} :
4t 2 4 t
B A —— 2 tgry| =  lim LTIy,
24y 2?4y (@y)=(0,0) 2% + ¢
[2]¥(x.y) € R\{(0,0)} :
2 t 2 2 t
0< vy _ " ltgy| = lim * gy:O.
w24y wt4y? (2.9)=(0,0) T + y?
D V(z,y) € R\{(0,0)} :
x?siny 22 + o> siny| = Tim x?siny 0
sin (22 4+ y2)| ~ sin (22 + y?) (z,9)—(0,0) sin (22 + y?)

Arcto 2t
2) lim 82 9 o iy

Arctg 2 (22 + 3?)

t—0 sint

Finalement, lim

(2,y)—(00) sin (22 + y?)
Arctg2 (2? +y?) + 2?siny

(2,y)—(0,0) sin (22 + y2)
[4]¥(z,y) € R2\{(0,0)} :
ry? 2 y!
IQ +y4 — IQ _|_y4

Blim 2EED g gy

lz| < |z| = lim

Iny/14+22+y2 1

t—0 sht

(2y)—(0,0) sh (22 + y?2)

= 2.

2.

ny2

(z,y)—(0,0) 2 + y*

thy? = 0.

1



ln\/1+ 2+ (y—-1
—— 7 —1= lim =5
t—0 sint (z,y)—=(0,1)  sin /22 + (y - 1)4 2

[7]¥(x,y) € R2\{(0,0)} :

e Vaity? . e Val+y?
0< —— <6y22+y*= lim ——=0.
22 + 12 (@)= (0,0) 12+ 1>

1 1

e N
[8]¥(z,y) € RA\{(0,0)} :0 < — S L R
siny/x2 +y?  sin/x2 + y?
e T
= lim ——— =0

(29)—=(0,0) sin /22 + 12 N

@ Rappel : lim;_,o; tInt = 0.

V(z,y) € R*\{(0,0)} : 0 < |zyln (2 + ¢*)| <

= lim zyln(z>2+4%) =0
(2,4)—(0,0) Y ( y)

‘ (x2 + y2) In (.732 + y2)|

N —

2 2
o] ym 20D g gy, RO HY)

t—=0 sint (@y)—(0,0) sin (22 + y?2)
In(1+¢ In(1+ 2%+ ¢*
ol 2D gy, RO
=0t (@y)—00) x4yt
. 2t 4yt ,
3) lim ——= =0 car pour tout (z,y) € R*\{(0,0)} :

(2,y)—(0,0) 22 + Y2

ot 4+ gt - (22 4 )

< 2%+ 92
$2+y2— z.2+y2 — Y

0<

4)V(z,y) € R*\{(0,0)} :

In (Lot 4 4 4y 4 4 .4 2 4 .2 2 4 .2
T+a%+y? In(1+z*+y")z*+y* 2°+y In (14 2%+ y%)

sin (22 + y2) eyt 22+ 2sin(22+42)  sin (22 4 42)

ln 1+a:4+y4
. : 14a?+y?
Finalement, lim ———% = —1.
(z,9)—(0,0) sin (22 + y?)

In(1+1¢ In(1+ 2%+ y?
Mot BEHD gy, RO
t—0 t

(2,9)—(0,0) x? + y?
2) lim tlnt=0= i +9°)In(2* +y*) =0.P, Squent
) lim ¢In i (° +¢°) In (2 + ¢*) ar conséquen
S )
@y—00) 2 +y>
2 |y n(a?+4?) 2 4 .2 2, .2
car pour tout (z,y) € R\{(0,0)} : | =057 | < |(z° +¥°) In (2® + y?)|.

In (1 2 2 4] 2 2
Finalement, lim n(1+a"+y°) +y (e +y°)

=1.
(z,y)—(0,0) x? 4 y?




12]V(z,y) € R?: 25 + ¢ = (xz +y2) ((xQ _y2)2 +x2y2)

= lim

(% —y!) +sin2 (2 + y?)

(2.9)—(0,0) (25 +95)

ln(l—l—(x —y) —|—x2y2>

= 2.

(z,9)—(0,0)

in?2 2 2
o (o B2

Exercice 2.5.

Etudié la continuité des fonctions suivantes :

1—cos 4/ |zy| .
of(m,y):{—y siy 70
0 siy=20.
thzy siy #£0
® f(x, = y
f(z,y) {0 Siy— 0

® Soit f : R? — R la fonction définie

par
2e ~az siz #0

x, — x

f(z,y) = Gz —0

Calculer hm x .
(@,y)—(0,1) F@,y)

sin@y o gy #£ 0

@ f(@y) = {1% sizy =0

x? + y?

) In (1 + (22— 2)° + x2y2>

(332 _ y2)2 + 222

sin xy si 0
0 f(x,y) = {Arctgy iy #

0 siy = 0.

1, —252 :

Ze =% sixzy £0
@f(way):{y .

0 sizy = 0.

® Soit f : R? — R la fonction définie

par
1

e =l siz £0

f(z,y) = { Go—0

Calculer lim, ), (0,0 f(, ¥).

Calculer lim x our les
(,y)—(0,0) F@y)p

fonctions f : R? — R définies par.

_sinzy sizy # 0

O f(xz,y) = {:Slhwshy oy 0

Solution]

OV(r,y) €cR*:0<1— cos \/|a:y| = 25sin?

|2y

< I
- 2

= V(z,y) €R: |f(z,9)| < Sl = lim Jy) =0,

2 (z,y)—(0,0)

=1=30<d<1telqueV0 < [t| <o ‘

(2]
Arctgt

= V(x,y) € R x R*avec \/a2 +y> < ¢ :

<
Arctg t‘

] < 2|

sin xy < Y
Arctgy| — |Arctgy

= V(z,y) € B((0,0),0) : [f(z,y)] < 2[z] = lim | flz,y) = 0.

thy

OV (r,y) e RxR": < |z

(z,u)—(0,0)

= VY(z,y) €R*: |f(2,y)| < |2| = hm f(l“ y) =0

(wu
< 2’|y

1 2
OV(r,y) e RxR*:|—e %2
)




=V(z,y) e R®: [f(z,y)| <2®lyl = lim  f(z,y) = 0.
(2,u)—(0,0)
* L3l |y — 3 p 2
QV(JJ,y) GR X |:§,§:| : Pe x2 S ﬁe 22 < 12z
13
v R* x =~ < 1222 li =0.
(z,y) € 35| @yl <12 = flz,y) =
®V(r,y) € R xR : | Le M| <2yl = W(wy) € R ¢ [f(ry)| <2yl = lim  flwy) =
72 (@) (0.,0)

0.
int
@Soit5>0.%ir%%:1:>30<5<1telqueV0<|t| <d:
—

int
s 1l <e
t
Ainsi, pour tout (z,y) € R* x R* avec \/22 4+ y2 < ¢ : Sm;’y 1‘ < €, ce qui entraine que pour
tout (z,y) € B((0,0),9) : |f(z,y) — 1| <e.:
D’ou lim x,y) = 1.
pm f(y) =
nt t
® Soit ¢ > 0. thI— = letlim— = 1. Alors, il existe 0 < & < 1 tel que pour tout
t—=0 ¢t t—0sht
0<|t| <o
sint 1 < € ot t €
t 3 sht 3

Ainsi, pour tout (z,y) € R* x R* avec /22 + 3% < §:

sin xy sin zy T Yy T Y Y
— 1| = -1 ( —1)— —— -1
shzshy ’ ‘( xy )shavshy+ shx shy+(shy )‘

<[ +‘i—1‘+ J_q<e
xy shx shy
ce qui entraine que pour tout (z,y) € B((0,0),9) : [f(z,y) — 1] <e. D’ou( 1)111% )f(:c ,y) = 1.
z,y)—(0,0
Exercice 2.6. Etudié la continuité des fonctions suivantes :
sin(m4—y4) . (2}
O f(z,y)={ wm SY70 Flany) = y+ L Arctg (z?y) siy #0
0 sizy = 0. Y = siy = 0.
4 f(w’ y) =
L th (xy?) siy #£0 /g 2zy
— 0y dt si(x 0,0
® f(x,y) {0 Siy=0 s 22sin’t + y? cos? (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).
myln’f‘ sizy #0 xelrrE L six £ 0
® f(z,y) = vl O f(z,y) = .
0 sizy = 0. 0 siz = 0.



0 Soit f : R?\{(0,0)} — R la fonction

définie par
2y*

f(z,y) = "
1) Montrer que pour tout « € R :

® Soit £ = {(z,y) € R?: =z > y}
U{(0,0)}. Montrer qu’il n’existe
aucun nombre réel « pour lequel la
fonction f : E — R définie par

lim f(¢, at) = 0. Fla,y) =
t—0 o P ]
2) Peut-on en déduire que — siz >y
lim  f(=x,y) existe? v —Y
(=,y)—(0,0) o six =y =0.

Etudier la continuité des fonctions f :
R2? — R définies par.

® Soient a1, a2, 31, B2 et v cing
constantes positives et f : R2 — R la
fonction définie par

est continue en (0, 0).

g : R — R de sorte que la fonction

f(z, ya)l = . f : R2 — R définie par
(|3L!T:ﬁ|1+||yy||62)7 si (z,y) # 0 Fla,y) = Y [E} siy # 0
0 si (xz,y) = 0. ’ g(x) siy=0,

Montrer que f continue en
(0,0) <= 3+ + 32 > .

soit continue aux points (a,0) ?

Solution]

. . . . T 3
O N’existe pas carlg%f(t,t) =0#1 —gréf(t,t ).

® 1) La fonction est continue en tout point (a,b) € R x R*.

2) La fonction f est discontinue aux points de la forme (a, 0) avec a # 0 car %in% fla,t) =
H

0= f(a,0).

3) La fonction f est continue en (0, 0). En effet, pour tout (z,y) € R x R* :
1
y+ o Arctg (2%y)| < Jy| + 2%

ce qui entraine que pour tout (z,y) € R? : |f(x,y) — £(0,0)] < |y| + z>.
® 1) La fonction est continue en tout point (a,b) € R x R*.

2) La fonction f est discontinue aux points de la forme (a,0) avec a # 0 car Pn% fla,t) =
—

0= f(a,0).

3) La fonction f est continue en (0, 0). En effet, pour tout (z,y) € R x R*:

— th (zy?) | < [z,

ce qui entraine que pour tout (z,y) € R? : | f(z,y) — f(0,0)] < |z|.

T
@ Rappel : Vs € R* : Arctg |s| + Arctg ﬁ =Z.
1) Puisque pour tout (z,y) € R* x R*:

2y [ dt tgt
2 - zAmtg&]
T Jz cos?t (tht + i—2> y

V3
Arctg —— — Arct Arct
( g " g—F— y \/— g—

wl

flz,y) =

ol

\/_ — Arctg F)

@ Comment faut-il choisir la fonction

a’ #

0 #



la fonction f est continue en tout point (a,b) € R* x R*.

2) La fonction f est discontinue en (0, 0) car lirré f(s,s) = g # 0= f(0,0).
s

3) Soit a # 0. Puisque pour tout (z,y) € R* x R :

o) = fla0) <22 (VB- 7).,

la fonction f est continue en tout point (a, 0).
4) Soit b # 0. Puisque pour tout (z,y) € R x R* :

T

[f(z,y) = f(0,0)] <2 )

1
Ab)
(5%
la fonction f est continue en tout point (0, b).
@ Rappel : lin(l]tln|t| =0=30<d<1telqueV0 < [t| < :|tIn]t|]| < 1.
%

1) La fonction f est continue en tout point (a, b) € R* x R*.
2) La fonction f est continue en (0, 0). En effet, pour tout (z,y) € R* x R* avec /22 +y> < J :

zy In

x
§H — ayIn|z| — zyIn|y]| < ||+ |y];

ce qui entraine que pour tout (z,y) € B((0,0),0) :

[ (z,y) = f(0,0)] < || + lyl.

3) Soit a # 0. Montrons a présent la continuité de la fonction f en (a, 0). En effet, soite > 0. Alors,
il existe deux nombres réels 1, M > 0 tels que pour tout (x,y) € R x R* avec \/(x — a)? + y? <

I
€

0< < 1 1 <M <
2 <lal +1, Jelnfzl < M, |yl < 5=

et |ylnly|| < —
YIS Sa v 1)

ou €ncore
Xz

zyln | =|| < Jylle1n ||| + |2]|yIn]y|| <,

ce qui entraine que pour tout (z,y) € B((a,0),u) : |f(z,y) — f(a,0)| < e.

4) Par une démonstration similaire a celle ci-dessus, on prouve que la fonction f est continue en
(0,0) avec b # 0.

® 1) La fonction f est continue en tout point (a,b) € R* x R.

2) Soit b € R. Puisque pour tout (z,y) € R? :

[z, y) = [(0,0)] < |zfe?,
la fonction f est continue en (0, b).
@ 1) lim f(t,at) = lim == = 0
2) N’existe pas car lim ft,t)=0+#1= lim f (¢, ).



ST =
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® Raisonnons par I’absurde et supposons qu’un tel « existe. Alors, il existe deux nombres réels
9, M > 0 de sorte que pour tout (x,y) € B((0,0),20) N E : |f(x,y)| < M, ce qui est impossible

car L
e 52

lim f(§cosf,dsinf) = lim = +o0.
0—3—

=%~ \/\/§§ sin (% - 9)

D’ou contradiction.
©® Pour commencer, supposons que la fonction f est continue en (0, 0).

Alors, puisque  lim : f(z,y) = 0, on doit avoir
Y 0,0

(z
, 11 1 1\ 7t
i f (=) am ()T o

ce qui entraine que % + % —v>0.
Pour montrer la réciproque, il suffit de constater que pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)} :

N (: ) L (Tl K
‘f( 7y) f(0,0)‘ - ’f( 7y)‘ - (|$|51 + |y|52)’}’

a1 o2
(o +Jyl?) 7 (J2]™ +[y|™) B L e 2
. (a5 T Iy = (2™ 27

O Montrons que la fonction g(x) = z répond a la question. En effet, soit a € R. Alors, pour tout

(x,y) e R x R*:
yl=|—a
Yy

ce qui entraine que pour tout (z,y) € R? : |f(z,y) — a| < |z —a| + |y|.

< [z —al +yl,

Exercice 2.7.



@ Comment faut-il choisir la fonction
g : R — R de sorte que la fonction
f : R? — R définie par

f(z,y) = {iln<1+$:) sty 70

g(x) siy = 0.
soit continue aux points (a, 0) ?

® Comment faut-il choisir la fonction
g :]0, 1[— R de sorte que la fonction
f:0,1[x] — 7, w[— R définie par
F(z,y) =

ycotg(yv/xz) siz €]0,1]
ety €] — w,0[U]0, 7|
g(x) siz €]0,1[ety = 0,

soit continue aux points (a, 0) avec
0<a<1?

® Soit f : R?2 — R la fonction définie par
2 si 0,0
f(w,y):{gﬂ i (,9) # (0,0)

si (CII, y) = (09 0)
1) Montrer que
lim (;% f(x, y))

x—0
= lim (lim f(:c,y)) =0.

y—0 \z—0
2) Peut-on en déduire que
lim T =07
(1) (0,0) f=y)
@ Soit f : R? — R la fonction définie par
f(z,y) = xzv(y) + yv(x) ouv(t) = 1si
t est rationnel et 0 si ¢ est irrationnel.

Montrer que

lim T =0
(,y)—(0,0) f(@y) =0,
et que

glgl_r{(l) (limy—m f(w’ y)) et limy—>0 (lim:c—m f(wa y)) , ¥0

n’existent pas.

® Comment faut-il choisir la fonction
g : R — R de sorte que la fonction
f : R?2 — R définie par

xeT—yeY .

oo sizFy
f(z,y) = Y .

g(x) siz = y.

soit continue aux points (a,a)?
O Soit f : R?> — R la fonction définie par
I (=z, yz 2:
mzyzﬁ_—a_y)z si (z,y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0)
1) Montrer que
lim (lim f(a:,y)>

x—0 \ y—0

— lim (lii% f(a:,y)> —0.

y—0
2) Peut-on en déduire que

lim T =07
(@) —(0,0) f(@y)
® Soit f : R2 — R la fonction définie par
f(xa y) =
(:c—l—y)zcos%cosé sizy #0
0 sizy =0
Montrer que
glci_r{(l) (limy_,o f(x,y))
et
lim,_.o (limm—>0 f(wa y)) ’
n’existent pas, mais que
lim f(z,y) =0.

(z,y)—(0,0)
® Montrer que
1

. _m2
lim 2zye” ¥ Ydx
y—+oo /g

1
#* < lim 2:cye_m2y) dx.

Yy—r—+00

Solution|

1
1+z2

©® Montrons que la fonction g(z) =

répond a la question. En effet, soient a € Rete > 0.

D’une part, il découle de la formule de Maclaurin appliquée a la fonction In(1 + t), qu’a chaque
élément (z,y) € B((a,0),d) avec y # 0, on peut associer 6, , €] 0, 1] tel que

11 1+ey—1 1
_n J—
Y 2 +1 a?+1

ev—1—y 1 (e¥ —1)

1 1 1

Yy 2+1 2

(142240, (ev — 1))

+x2+1_a2+1'



D’autre part, il existe deux nombres réels 6, M > 0 tels que pour tout (x,y) € B((a,0),0) avec

y#0,

v_1— v—1)* 1
¢ y‘< c , (e ) < c et 5 < M,
y 3M 2y 3M (14 22+ 0, (ev — 1))
ettout |z —al <d:
1 1 € 1
— < = t —— < M.
22+ 1 a2—|—1' 3 21

Ainsi, en constatant que pour tout (z,y) € B((a,0),0) avec y # 0,

1 (14 eV —1 1 <

—In - €

Y 241 a?+1| 7

on obtient pour tout (z,y) € B((a,0),9) : |f(z,y) — f(a,0)| < e.

® Soient a € Ret h : R — R la fonction définie par i(x) = ze®. En constatant que lim f(x,a) =

T—ra

h'(a), 'unique choix pour g est

glx) =N (x) = (1+z)e
Reste a démontrer que g est bien la fonction cherchée. En effet, d’apres le théoréme des accrois-
sements finis, 2 chaque élément (x,y) € R?, on peut associer 6, , €]0,1[ tel que h(x) — h(y) =
b (y + 60,,(z —y)) (x — y); ce qui nous permet d’écrire que

Wy +bey(x—y)) —h(a) siz#y

f(@,y) = f(a,a) = {h’(m) — h/(a) siz =y.

Par conséquent  lim f(:v y) = f(a a).

(z:y)—(a,a)
® Montrons que la fonction g(x

Alors, il existe 0 < 6 < min { 55
1 1
Vi ya

ce qui entraine que pour tout (z,y) € B((a,0),0) avecy # 0 :

pesos 5| (- ) )

Vva
<
‘%y¢_ ’
Par conséquent pour tout (x,y) € B((a,0),6) : |f(x,y) — f(a, O)] <e.
® 1) Puisque pour tout z € R* : lin% f(z,y) =0ettouty € R*: hn% f(z,y) =0,0na
y— T—

repond a la question. En effet, soit a €]0,1[ ete > 0.
}telquepourtoutO <|t|<det|r—al <d:

o 1‘ =va

tgt 22’

) =

9
<— et

lim (hm f(z, y)) =0 et lim (hm f(z, y)) = 0.

z—0 y—0 \z—0
2) Non car %in% ft,t)=1.
_>
® 1) Puisque pour tout x € R* : lim,,_,o f(z,y) = Oettouty € R* : lin% f(z,y) =0,0na
r—

lim <hm f(z, y)) =0 et lim <hr% f(z, y)) =0

z—0 y—0

2) Non car 11_{% f(t,t) =<



® Pour tout 0 < |z| # ﬁ avec k € Z : lim f(x,y) n’existe pas car
m y—0

1 1 2
li — | = —#0= 1l S
n—lgloof (:E, 2n7r> TSy 7 n—l>r4l?oof (g:’ (2n + 1)7T> ’

ce qui implique lim,_,o (lim, o f(x, y)) n’existe pas.
De méme lim,_,( (lim,_,o f(z,y)) n’existe pas.
Par contre, lim, )0 f(2,y) = 0 car pour tout (z,y) € R? : |f(z,y)| < (z +y)*.

@ Pour tout x € R* : liII(l) f(z,y) n’existe pas car
Y—>

1 2
lim f(x,—)zx%(): lim f(x,£>,
n—-+oo n n—-+4oo n

ce qui implique lim (hm f(z, y)) n’existe pas.
z—0 \ y—0
De méme lim (lim f(z, y)) n’existe pas.
y—0 \z—0
Par contre, ( lir)n f(x,y) = 0 car pour tout (x,y) € R* : | f(z,y)] < |z] + |y|.
z,y)—0
® En effet, puisque pour tout y > 0 :

2

1 1
2 _
2eye” " Vdr = — e VY
0 0

=1—-eY,

ettoutz € R: lim 2xye‘””2y =0,ona
y——+00

1 1
lim 2xye_x2ydx =1#0= / < lim 2xye‘x2y> dz.
0 0

Yy—>+0o0 Yy—+00

Dérivées partielles

Exercice 2.8.



O Soit f : R? — R la fonction définie

par
oy~ | @Y # 0,0

0 si (z,y) = (0,0).
Montrer que V f(0,0) = 0 mais que la
fonction f n’est pas continue en (0, 0).
® Soit f : R2 — R la fonction définie
par

f(may) =

Montrer que V f(0,0) = 0 mais que la
fonction % : R2 — R n’est pas continue
en (0,0).

® Soit f : R? — R la fonction définie
par

f(z,y) =

mzsini—l—yzsini sizy #0

x? sin 1 siz #£0,y=0
yzsini siz =0,y #0
0 sit=y=0

Montrer que les deux fonctions

—86;§y, 3225{5 : R? — R sont continues en
. 2 2
(0, 0) mais que gw’; (0,0) et gy’; (0,0)

n’existent pas.

@ Soit f : R? — R la fonction définie
par

f(z,y) = e !sinzy.
Donner I’équation du plan tangent a la
surface z = f(x,y) au point (1, %).

® Soit f : B((0,0),2) — R la fonction
définie par

f(z,y) = V4 —x% — 2.
Donner I’équation du plan tangent a la
surface z = f(x, y) au point (1, 0).

\/<—+7> si (z,y) # (0,0)
0 si (CB,y) = (070)'

® Soit f : R? — R la fonction définie

par
=5 siy#0
pe— y
Montrer que V f(0,0) = 0 mais que la
fonction f n’est pas continue en (0, 0).

O Soit f : R? — R la fonction définie
par

3 si(x,y) #(0,0)
el TR
Montrer que

o2 f 82f
9205 (0:0) # 5,55 (0,0).

® Soit f : R? — R la fonction définie

par

f(=z, y) =

{wy In(lz| +|yl) si(z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

Montrer que f est de classe C?.

® Soit f : R? — R la fonction définie
par

f(z,y) = zy + In /1 + x2 + 2y*
Donner I’équation du plan tangent a la
surface z = f(«, y) au point (1, 0).
@ Soit f : R? — R la fonction définie
par
f(ma y) =

cos (22 + y) + sin(z + y) + e*°v.
Donner I’équation du plan tangent a la
surface z = f(x,y) au point (0, Z).

Solution|

oég@mzhm%fwm;ﬂ&sz
a_f<0’0) — lim f(07t) — f(070) —0.
dy t—0 t

1
La fonction f n’est pas continue en (0, 0) car lir% ft,t) = 5 # 0= £(0,0).
—

o %(070) = lim f(t,0) — f(0,0)

t—0 t

=0



of f(0,1) — f(0,0)

%J(0,0) = lim = 0.
dy t—0 t
La fonction f n’est pas continue en (0, 0) car lim; o f (t2,¢) = 1 # 0 = f(0,0).
(?:L‘ t—0 t
e
0 t—0 t

0 Sl(l‘,y) - (0,0),
. Of 1 of
lim — = = L
Onatg% ax(t?t) 4\/§7£O a$(0?0)5
ce qui entraine que la fonction g—f n’est pas continue en (0, 0).
x
OVvtcR:
8_f<07 ) = lim [(s,) =100 _, g(t, 0) = lim f(t.s) = f(.0) _
or 5—0 S dy 5—0 S
D’ou a2f azf
0,0) #0 = 0,0).
® Puisque
8f( ) 2¢sinl —cosT  siz #0
T =
oY 0 siz =0,

et
0 2ysint —cosl i 0
—f(fc, y) =147 v oY 7

0 sty =0,
0% f 0 f

Y - Y - O’

Dy0r (,y) 920y (,y)
ce qui entraine que ces deux fonctions sont continues, en particulier en (0, 0).
Par contre, puisque

2 9L(¢,0) — 2L(0,0 1 1 1
ﬂ(o,O):hm o:(10) = 5 0 )—lim(281n¥—¥008—>,

0x? t—0 t t—0 t

on a pour tout (z,y) € R? :

2
et que cette derniere limite n’existe pas, on a bien que %(0, 0) n’existe pas.

De méme pour dg%((), 0).

® Rappel Vi € R* : (|¢]) = %
Puisque
of {y1n<|a:| Flyl) i () £ (0,0)
Oz 0 si(z,y) = (0,0),
et

of, . fam(lel + ) + 2B si(e,y) # (0,0)



les deux fonctions 2, 92 : R? — R sont continues sur R*\{(0,0)}. Comme de plus, pour tout

oz’ dy
(z,y) # (0,0): o
2L )| < Wl + o el + b+
of
a—y(l“,y) < [(l=] + [yl) (] + |y )] + [,
et (x7y1)i£>r%070)(\x] + |y|) In(|z| + |y|) = 0 car tl_i}r&tlnt = 0, elles sont aussi continues en (0, 0).
s 7
< SN P
Z>2 ‘M -
ZSRNNNN
% L7550 !
¢ N AZS o) |
- ol 7w N\ |
\ |

@ Puisque pour tout (z,y) € R?:
of

_(LC, y) = €x71<Sin TY + Yy cos l’y) et a—(l” y) = xexfl cos Y
Yy

ox

I’équation du plan tangent a la surface z = f(z, y) au point (1, ) est

209 e+ Z05) (- 6-v=a-smn

® Puisque pour tout (x, y) € R2%:

8y
=T

8_f(x )=yt 2x
oz Y T YT 3 22 1 20h)

af B
eta_y(xay) =T+

I’équation du plan tangent a la surface z = f(x,y) au point (1,0) est

of of n2\ = Ing
%(1,0)@ 1)+8_y(1’0)y <z ?)_B—HJ z = 0.




© Puisque pour tout (z,y) € B((0,0),2) :

____ ¢ S N
8[E<x7y>_ /—4_‘1.2_3/2 eta (l’,y)— /—4—x2—y27

I’équation du plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (1,0) est

of

- 1,0y - (- VB = -

—(L,0)(z —1)+ By

T
V3
@ Puisque pour tout (z,y) € R?:

of

%(ZE, y) = —2xsin (2° +y) + cos(z + y) + 3a2ye”Y

et
of
dy

I’équation du plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (0, Z) est

(0o DI (0-7) 2=yt (247)=0

Exercice 2.9.

(z,y) = —sin (2° +y) + cos(z + y) + 2°e w*y

O Trouver une fonction homogene f : ® Soit f : {(x,y) e R?*: 2 >0} - R
R2 — R de degré 2 qui n’est pas une fonction homogene de degré « telle
continue. que

f(1,0) = 0. Montrer que pour tout
a>0:%(a,0) = 0.

® Soit la fonction f : R? — R définie ® Montrer que (0, 0) est un point
par stationnaire de la fonction f : R? — R
1+a® définie par

1 2
Donner I’équation du plan tangent a la ch (yt* + z) dt.

surface z = f(x, y) au point (2, 0). Etudier sa nature.

® Soit f : R* x R* — R la foncti
® Montrer que (0, 0) est un point > S0l feRY X RY a lonction
définie par

stationnaire de la fonction f : R2 — R =
dé finie par flz,y) = / In (a:2 sin® t 4+ y? cos® t) dt.
flz,y) = 10:1:2 cosy

fz,y) = / (ch(zyt?®) + sin(3zyt?))dt. fow) /yz

—x2

0
1) Montrer que pour tout x,y > 0:

-+ / In /2 + 4 + cos(ty)dt. Vi(z,y) = <mL+y’ ;Ty)
2) En déduire que pour tout x,y > 0:

f(x,y) =mln (m+y) .
® Soit f : R?2 — R la fonction définie
par
f(z,y) = —x? 4+ 2zy + e*1Y cos x2.
Trouver son polynome de Taylor d’ordre
2 autour de (0, 0).

Etudier sa nature.

@ Soit f : R — R la fonction définie
par
F(z,y) = zy® + In /1 + x4 + 2y2.

Calculer 2£(1,1) avecv = (2, 2).




@ La profondeur d’un cratere d’un
volcan en chacun de ses points P est
donnée par la fonction
p(x,y) = —500 + z*y? + In (1 + 422 + 5y2) ,
ou (x, y) sont les coordonnées de la
projection du point P sur le plan de base
muni d’un repere orthonormé dont I’axe
Ox désigne la direction est et I’axe Oy la
direction nord.

1) Dire si I’on commence par monter ou
par descendre lorsque I’on se déplace
depuis le point Q = (1, 2) dans la
direction nord-ouest.

2) Au point ), dans quelle direction la
pente est-elle la plus raide ?

3) Au point ), dans quelle direction la
pente est-elle nulle ?

©® La hauteur d’une montagne en chacun

de ses points P est donnée par la fonction
h(xz,y) = 3000 — 2z — y?,

ou (x, y) sont les coordonnées de la

projection du point P sur le plan de base

muni d’un repere orthonormé dont I’axe

Ox désigne la direction est et I’axe Oy la

direction nord.

1) Dire si I’on commence par monter ou

par descendre lorsque I’on se déplace

depuis le point Q = (30, —2) dans la

direction sud-ouest.

2) Au point QQ, dans quelle direction la

pente est-elle la plus raide ?

3) Au point (), dans quelle direction la

pente est-elle nulle ?

Solution|

22 siz >y

@ La fonction f : R? — R définie par f(x,y) = { ,
0 siz <y,

est homogene de degré 2 mais elle n’est pas continue aux points de la forme (a,a) # (0,0) car

tlim fla,t)=a*#0= 1tlirrgr f(a,t).

—a— —a

® Soit a > 0. Puisque pour toutt > 0 : f(¢,0) =t*f(1,0) =0,0ona

OF (1 o) — pun £0:0) = F(a0

or t—a t = 0.

® Puisque pour tout (z,y) € R?:
of :
833( Ly) =327 (ch (xy (1 + x?’)g) + sin <3xy (1 + x3)2)>
14z
+ / (yt3 sh (xyt?’) + 3yt? cos (3xyt2)) dt,
1

of

1423
a—y(x, ) :/ (:Bt?’ sh (wth) + 3xt? cos (3xyt2)) dt,
1

I’équation du plan tangent a la surface z = f(z,y) au point (2,0) est

gf(2 0)(z 2)+g—§(270)y—(2—8):12x+1456y—z—16:0.

@ En effet, V £(0,0) = 0 car pour tout (z,y) € R*:

gf(x y)—2wch yrt + x +/ yt2—|—x dt,
of 2 2
a(xy)—chhy+x+ tbh (yt* + ) dt.



Etudions la nature de ce point stationnaire. Puisque pour tout (z,y) € R? :

y2

2
0 f(x, y) = 2ch (ya' + z) + 4z (2y2® + 1) sh (yz* + z) + / ch (yt* + ) dt,

2
ox 2

2

2 y

oF (z,y) = 22°sh (y$4 - SE) + 2y sh (y5 + $) + / t? ch (yt2 + x) dt,
0xdy a2

2f 2

Yy
—(z,y) =2ch (y° + z) + 12y°sh (y° —|—:c)—|—/ t*ch (yt* + ) dt,

a2 2

—T

on a

0*f *oorf O g O B
<8x8y(0¢n) o 2(00)(9 5(0,0) = —4e o —5(0,0) =2 >0,

ce qui entraine que la fonction f admet un minimum local en (0, 0).
@ En effet, V £(0,0) = 0 car pour tout (z,y) € R*:

af v x3
== =2 —zln(2+2" 2 2/ d
ax(x,y) 0z cosy — zln (2 + 2 + cos (z%y)) + . T T+ cos(ly)

)l

of 1 v tsin(ty)
= = —102”si In (2 + z* 3——/ da.
ay(yc,y) 2’siny +yIn (24 z* + cosy?) 2 | 35+ cos(ty) x

Etudions la nature de ce point stationnaire. Puisque pour tout (x,y) € R? :

’f
0x?

8zt — 2%y sin (z2y)

_ 4 2
(z,y) =20cosy — In (2+x + cos (a: y)) T T 2Tt cos %)

Y

V6 4 g2 o 32 "
+2/ x+x—|—xcos(2y)d
2 (2 4 2* + cos(ty))
o*f 23 sin (22y) 43y

— 20z si
0xdy ey DY) = x81ny+2+x4+cos(a72y) 2+ a* + cosy?
v? 3t sin(ty)
+2 / 5d,
22 (24 2t + cos(ty))
>’f 493 sin 13

—(z,y) = — 102% cosy + In (2+x4+cosy3) —

Oy? 24 z% + cosy?
1 /y2 £ (L+ 2+ %) cos(ty)) |
2 )2 (24 2t + cos(ty))
on a )
O f O f O f
0,0) ] ——==(0,0 0,0)=—(20—1In3)In3 <0
(5,0.0)) = 540.05 0.0 = -0~ m3)m3 <0,
et an
p +-5(0,0) =20 —In3 > 0,
ce qui entraine que la fonction f admet un minimum local en (0, 0).
®1)Ve,y>0:

[

of 2 2z sin®t of 2 2y cos? t
9T () = dt et (2 y) =
5 & Y) A . eaﬁﬂw A :

r2sin®t + y2 cos? t x2sin®t + 42 cos? t



ce qui entraine que

( Of of 2
xax(x,y)+yay(ﬂc,y) /0 t ™
af of /2 dt
— — =2
< yax($’y1+ xay(l‘7ly) I'y 0 Qj’2 Sin2t+y2 COSQt
& ds
\ :2.7:y/0 —:1:'232—1—3/2 =T,

avec s = tgt. Ainsi, en résolvant ce systeme par rapport aux dérivées partielles, on obtient que
pour x # y :

Y e = Loy = T
oz Y T ey Y T oy
Pourx =y:
of _ 2 o of _ /2 2, T
8x($’ ) x/o sin tdt—Qxetay(x,x) ) cos” tdt = o
. L0f _ 7
2) Puisque pour tout z,y > 0 : %(x,y) = iy

il existe une fonction & :]0, 400 [— R de classe C' telle que pour tout z,y > 0 :

f(z,y) = mln(z + y) + h(y).
Ainsi, puisque pour touty > 0 : h(y) = f(1l,y) —7In(1 4+ y),ona

afl T
J 1+y_

Par conséquent h est une fonction constante. Comme de plus
h(1)=f(1,1) —=7In2 = —7wIn2,

on obtient finalement que pour tout z,y > 0 :

flz,y) =7mln(z+y) +h(y) =7ln (x—;—y) :

@ Puisque pour tout (z,y) € R?:
223 2y
\V4 = (P —" 3y —"7
f(z,y) (y +1+x4+2y2, Ty +1+x4+2y2),

0 33
ona a—i(l, 1) =(Vf(1,1),v) = 10

® Puisque pour tout (z,y) € R?:

0 0

—f(x, y) = =2z + 2y + "7 (cosz”® — 2zsina?) —f(x, y) = 22 + "M cos 2%,
ox y

an 4y 2 : 2 : 2 2 2
@(:c,y):—Q—l—e (cosa® — 4zsina® — 2sina® — 42” cos 2?)

0 f 0% f

— (x,y) =2+ "M (cosz® — 2zsinz?) et —=(z,y) = e* ¥ cos 2,
9000V ( ) et gz (0:y)



on a P»(0, O)—1+33~|—y—5~|—3:1: +%

® 1) Direction sud-ouest : v = (

<4H

=1
5

Oh

W) =5

(30, —2) = (Vh(30, —20),v) = — > 0.

80
V2
La pente étant positive, on monte.

2) La pente la plus raide au point () est donnée par les directions

., VA(30,-20) (-3 1
= VhG0, —20)] (m’ m) |

e Dans la direction v = < NATL \ﬁ> la pente est la plus raide pour monter.

e Dans la direction v = ( 75 f) la pente est la plus raide pour descendre.

e Au point (), la pente est nulle pour les deux directions opposées

-+ (7w m)

@ 1) Direction nord-ouest : v = (\’/—%, %) et pour tout (z,y) € R?:

8w 10y
= (432 — = opty4+_— -7
Vp(z,y) (a:y +1+4x2+5y27 xy+1—|—4x2+5y2)
D’ou D) 288
D _
' (0 1,2) = (Vp(1,2 ——7= <0
(0) = 5001,2) = (Vp(1,2).v) = 77

La pente étant négative, on descend.
2) La pente la plus raide au point () est donnée par les directions

(L.
R

VvV =

51 15
-+ : .
2)|| <\/2826 \/2826)

2)
acti _(_ 51 15 .
e Dans la direction v = < N m), la pente est la plus raide pour monter.

—51 —15
V28267 /2826

e Au point Q, la pente est nulle pour les deux directions opposées

e Dans la direction v = < >, la pente est la plus raide pour descendre.

< —15 51 )
V2826 \/ 2826
Exercice 2.10.

)et pour tout (x,y) € R*: Vh(z,y) = (—4z,—2y). D’ou



O Soient g, h : R? — R deux fonctions de
classe C! telles que pour tout (x,y) € R? :
39
(CB, y) = Oz (CIJ, y)'
1) Trouver toutes les fonctions f : R? — R
de classe C? qui vérifient pour tout
(z,y) € R*:
Vf(z,z) = (9(x,y), h(z,y)).
2) L’existence des fonctions f est-elle liée a
la condition imposée a g et h ?

® Soient a, b € R*. En effectuant le
changement de variables © = bx + ay et
v = bx — ay, trouver toutes les fonctions
f : R?2 — R de classe C! qui vérifient
l’équatlon aux dérivées partlelles

(fjg y)+b (w,y)—O
oy

(5] Trouver toutes les fonctions f :
R* X R — R de classe C' qui vérifient
l’equatlon aux dérivées partielles

L(zy) +ygl(z,y) = 0.
Verlﬁer que les solutions sont homogenes de
degré 0.
@ Trouver toutes les fonctions g : R — R et
h : RY — R de classe C! de sorte que la
fonction f : R X R — R définie par
f(may) _g( ) +h(m)
soit solution de I’équation aux dérivées
partlelles

(w,y)+y (33 Y) _\/T7

© Soit E = {(u,v) € R? : u + v > 0}.
Trouver toutes les fonctions f : R}, — Rde
classe C! telles que pour tout (x,y) € E :

ST e

=In(1+z+ y)*

® Trouver toutes les fonctions f : R? — R
de classe C! qui satisfont pour tout

(xz,y) € R?:

of

%(a}, y) = 3y? — y3 + 22 Arctg x,

et

Bf 2y
—(, = 6xzy — 3xy” + .
( y) = 6xy Yy’ 1T

O Soit a € R. Trouver toutes les fonctions
f :RL X R — R de classe C' qui vérifient
I’équation aux dérivées partielles

a"g—i(may) - y%(w, y) = af(ma y)

® En effectuant le changement de variables
u=ax — yetv = x + y, trouver toutes les
fonctions f : R? — R de classe C* qui
vérifient I’équation aux dérivées partielles

%(339 y) = %(a’a Y).

® Trouver toutes les fonctions g, h :
RY — R de classe C! de sorte que la
fonction f : R? X R* — R définie par
f(z,y) =g(zy) + h (%)
soit solution de I’équation aux dérivées
partielles
29 (x,y) — y2L(z,y) =In2;.
® Trouver toutes les fonctions g : R}, — R
de classe C? de sorte que la fonction
J : R X R — R définie par
f(x,y) = x?g(y),
soit solution de I’équation aux dérivées
partle;les ,
o
f ez B Y T f

2wy ln Y.

(w’y) =

Solution|

® 1) Supposons que f : R? — R soit une telle fonction. Alors, il existe une fonction v : R — R

de classe C! telle que pour tout (z,y) € R?:

[, y) = /Ox g(t,y)dt +~(y).



ce qui entraine que

h(z,y) = a /Eftyﬁ+ >=A@§www+v@
= h(z,y) — h(0,y) +'(y).

Ainsi, pour tout y € R : +/(y) = foy h(0,t)dt+ cste. Par conséquent toutes les fonctions f
cherchées sont de la forme

flz,y) = /Ozg(t,y)dt + /Oy h(0,t)dt + cste.

2) Oui, d’apres le théoreme de Schwarz.
® En posant pour tout (3:, y) € R2%:

2
g(z,y) = 3y> — ¥ + 22 Arctgz et h(x,y) = - +yy2
et en constatant que 7 (l’ y) = 9(x,y) = 6y — 3y*, on peut écrire, grice a I’exercice précédent,

que
B Yy
[, y) = / g(t,y)dt +/ h(0,t)dt + cste
0 0
=3zy® —ay’® —x + (¢° + 1) Arctgz + In (1 + y*) + cste.

® Supposons que f : R? — R soit une telle fonction et considérons la fonction auxiliaire F' :
R? — R définie par

F(u,v):f<x:u+v u—v>'

2v YT T2a
Alors, pour tout (u,v) € R? :

8F< ) 1 of (u+v u—v b 8f U+v u—v 0

—(u,v) = — [ a== =

ou 2ab \ 0z \ 20 ' 2a y \ 20 ' 2a ’

ce qui donne, en intégrant par rapport a u, que F'(u,v) = g(v) ott g : R — R est une fonction de
classe C!. Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

f(z,y) = g(bx — ay) avec g € C".

® Supposons que f : RL x R — R soit une telle fonction et considérons la fonction auxiliaire
F 0, +oo[x] — %, 2[— ]R définie par

312
F(r,0) = f(x =rcosf,y = rsind).

Alors, pour tout (r, 0) €]0, +-00[x] — 7, Z|:

OF . Of . of
50 —(r,0) = —(rsin 0)%(7” cos @, rsin@) + (r cos 9)(9_y

F(r,0),

(rcos,rsinf)



ce qui donne, en intégrant par rapport a 6, que F(r,0) = g(r)e® ou g :]0,+0c0 [— R est une
fonction de classe C!.
Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

flz,y) =g (\/ x? + y2> etArte s avec g € CL.

® Supposons que f : R7 x R — R soit une telle fonction et considérons la fonction auxiliaire

F :]0, 400[x] = %, 5 [— R définie par

F(r,0) = f(x =rcosf,y = rsinf).

Alors, pour tout (r,6) €]0, +oo[x] — 5, 3[:
raa—f(r, 0) = (rcos 9)%(7’ cos B, rsinf) + (rsin 6’)3—5(7‘ cosf,rsinf) =0,
ou encore oF
W(Ta 9) = O,

ce qui donne, en intégrant par rapport a r, que F'(r,0) = ¢g(#) ou g :]0, +oo[ — R est une fonction
de classe C'.
Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

flx,y)=g <Arctg %) avec g € C',

ou plus simplement
flx,y)=nh (Q) avec h € Ch.
T

D’apres le théoreme d’Euler, f est homogene de degré O . Remarque : Comme la relation d’Euler
est une condition nécessaire et suffisante, il découle de cet exercice que toutes les fonctions ho-
mogenes f de degré 0 sur R} x R sont de la forme f(z,y) = h (£) avec h € CL.

® Supposons que f : R? — R soit une telle fonction et considérons la fonction auxiliaire
F : R? — R définie par

u+v —u+v
2 7 2 ’

Fluvo) = (» =" =
Alors, pour tout (u,v) € R?:
8_F( )_1 of fu+v —u+v\ If futv —u+tv _0
ou " T2\ \ T2 T 2 ay\ 2 ' 2 0

ce qui donne, en intégrant par rapport a u, que F'(u,v) = g(v) ot g : R — R est une fonction de
classe C*. Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

fle,y) =g(z+y) avecge C.

@ Pour tout (z,y) € R* xR

of of Y oy 1
x%(:p,y) +ya—y(x,y) =zh'(z) = —m — h(x) = i



Ainsi, puisque pour tout x > 0 :

= [ [ e [

1/“”4 du_ 1 Ju—1|" e L o
S S = —In———— + cste
2 u2—1 4 |u+1 2 V1+28+1 ’
on obtient que toutes les fonctions f : R} x R — R cherchées sont de la forme
ZJ) 1 a? 1
r,y)=¢g|=)+=-In—— + cste avecg e C".
flz,y) =g (x o g
® Pour tout x,y > 0:
0 0
x—f(x,y) — y—f(x,y) Y (Q) =2l ? —=p (y) =m?,
ox dy r \zx x x y T

Ainsi, puisque pour tout ¢ > 0 :

|
= §ln2t—|— cste,

1
/EdS—— In? s

on obtient que toutes les fonctions f : R x R} — R cherchées sont de la forme

1
flz,y) = g(zy) + 51112 J + cste  avec g € Ch.
x

© Puisque pour tout (z,y) € E:
Q(f(fc+y))+ﬁ<f(x+y)) _ @y fizty) — flz+y)
dr \ z+y Iy \ T4y (z +y)?
=4In(l + 2z +vy),

on obtient que pour tout ¢ > 0 :

£t — %f(t) — 9 In(1+ ) ou encore f(t) = ct — 12+ £(t + 1) In(1 + ),

ou ¢ est une constante.
@ Pour tout x,y > 0:

2f 82f / 2
T 5 (T,9) +yg s (z,y) = 2z9(y) + 22yg'(y) = 2zy~ Iny

1
=g (y) + ;g(y) =ylny.

Ainsi, puisque pour touty > 0 : g(y) = £ — %(1 — 31ny), on obtient que toutes les fonctions
J :RY x R% — R cherchées sont de la forme

flz,y) = 2%g(y) = c— — ——(1 — 3Iny),

ou ¢ est une constante.



Exercice 2.11.
O Trouver toutes les fonctions g,h : R — R de classe C? de sorte que la fonction
J : RY X R — R définie par

Yy
few =g (2) +he),
soit solution de I’équation aux dérivées partielles

o> f o> f
y(‘)_y2(w’ y) + maa:(‘?y

Y
(CC, y) = ;

® Trouver toutes les fonctions f : R? — R de classe C? qui sont solutions de I’équation aux
dérivées partielles
0%f
Ox 0y

® Trouver toutes les fonctions g : R — R de classe C? de sorte que la fonction f : R X RY —
R définie par

5]
(:B, y) - 4w3a_£(w’y) =0.

f(z,y) = y’g(x),

soit solution de I’équation aux dérivées partielles

o*f o> f

927 (x,y) + Y900y
2

+ yza—yz(w, y) = y°sin 5.

(z,y)

® Trouver toutes les fonctions g : R} — R de classe C? de sorte que la fonction f :
R7 X R} — R définie par

f(z,y) = ég(wy)

soit solution de I’équation aux dérivées partielles

2

332—(:13, y) - (113, y)

ox Ox 0y
= —xf(z,y) + 2>

® Soit A > 0. En effectuant le changement de variables u = Ax + yetv = —Ax + vy,
trouver toutes les fonctions f : R? — R de classe C? qui vérifient ’équation d’onde
0% f 0% f

® Soient a, b et c trois constantes vérifiant a # 0 et b> — ac > 0. En posant

—b+ Vb%2 — ac
a= . ,
et
5= —b — Vb%2 —ac
- 9

a



et en effectuant le changement de variables u = ax + y et v = Bx + y, trouver toutes les
fonctions f : R2 — R de classe C? qui sont solutions de I’équation aux dérivées partielles
2 2

i) I
a@(a% y)+2b8w8y (LU, y)

2

teg s f(w y) = 0.

@ En effectuant le changement de variables u = x et v = ¥, trouver toutes les fonctions
J:RY X R — Rde classe C? qui sont solution de I’équation aux dérivées partielles

2 2

8 5 (¢, y)+2wya oy
2

(x,y)

+

(w y) = 0.

® Soit f : R} X R — R une fonction de classe Cz, homogene de degré .
1) Montrer que pour tout (x,y) € E :

2 2

I
2
y 2
v ox? (@,y) + wy@may

(z,9)

2

+975 L @) = ala = Df @),

2) Trouver toutes les fonctions f : RY X R — R de classe C2, homogenes de degré 0.
3) Trouver toutes les fonctions f : R* X R — R de classe C2, homogenes de degré 1.
©® Trouver les deux fonctions g, h : R — R de classe C? qui vérifient les conditions initiales
g(0) = h(0) = 1,49’(0) = h’'(0) = O et g”(0) = 1 et telles que la fonction f : R? — R
définie par f(x,y) = g(x)h(y) est harmonique.
® Trouver deux fonctions g : R, — Reth : R — Rdeclasse C?2 qui vérifient les conditions
initiales

g(1) = h(0) = Oetg(e) = h(1) = 1
et telles que la fonction f : R} X R — R définie par f(z,y) = g(z)h(y) est solution de
I’équation aux dérivées partielles

Zf 1
_( T,y ) + __(way)
1 0%f

+_28 2(37 y) =0

Solution]

® Pour tout (z,y) € R} x R:

o f o*f L,y _ (Y y
—=(z, —(xy)=—9g ()= <=J¢(Z)=—=.
y8y2 (z.9) +I6x8y($ v) ) (3:) x2 g (x) x
Ainsi, puisque pour tout ¢t € R : g(t) = —§+ cste, on obtient que toutes les fonctions f :
R? x R — R cherchées sont de la forme
2

fla,y) =g (%) + h(z) = —Qy—wz +h(z) aveche C.



® Pour tout (z,y) € R?:

0? 0 0
&ng(m,y) - 4w3a—£(x,y) oy (af(w' y) — 4:v3f(w,y)) =0
= U o)~ 427 (2y) = g(a),

oll g : R — R est une fonction de classe C' quelconque. Par conséquent toutes les fonctions
f : R? — R cherchées sont de la forme

flx,y) = ez4h(y) +e* / e’t4g(t)dt avec h € C.
0

® Pour tout (z,y) € R x R :

02 f

oL+ o

(z,y) +y° o =5 (,9)

y2q" (z) + 3y’ () + 6y°g(x) = y* sin b
< ¢"(x) + 3¢ (z) + 6g(x) = sin 5.

a2f
Y oxdy
(z

Ainsi, puisque pour tout x € R :

V15 s, . V15

1
T + coe” 27 gin 5T %(15 cos bx + 19sin 5x),

on obtient que toutes les fonctions f : R% x R — R cherchées sont de la forme

V15
f(x,y) =ciyPe” 2" cos 5 v

g(x) = cre” 2% cos

b} y?
x — ——=(15cos bz + 19sin bx),

2 586

3, .
+ coyPe 2% sin

ol ¢, co sont deux constantes.
® Pour tout (z,y) € R x R :

of 02 f
2_ —_—
T ax(ﬂﬂ,y) xaxay(w,y)

—g(zy) + xyg' (vy) — 2yg" (vy) = —g(zy) + 2°y>
= ¢"(zy) — ¢'(vy) = —zy.
Ainsi, puisque pour tout ¢ > 0 : g(t) = ce’ + % 4+t 4+ ¢9 ol ¢, co sont deux constantes, on obtient
que toutes les fonctions f : R x R} — R cherchées sont de la forme
2

_1 Gl gy MY Co
f(fc,y)—xg(:vy)—xe t Tyt

® Supposons que f : R? — R soit une telle fonction et considérons la fonction auxiliaire F' :

R? — R définie par
e (- ot 2




Alors, pour tout (u,v) € R?:

82F(u,v):—i o0 f u—v7u+v _)\282f u—v)u%—v o,
udv 4XN2 \ 0x% | 2\ 2 ay? \ 2\ 2
ce qui donne, en intégrant d’abord par rapport a u puis par rapport a v, que

F(u,v) = g(u) + h(v) ot g, h : R — R sont deux fonctions de classe C2.
Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

f(z,y) =g(\v +9y)+h(=Ax+y) avecg,h € C>.

® Supposons que f : R? — R soit une telle fonction et considérons la fonction auxiliaire F' :
R? — R définie par
Fluv) = f (x: u—v’y: —/Bu+cw) |
«

Alors, pour tout (u,v) € R? :

O*F
8u8v(u’v)
B a Pf (u—v —Pu+av
T4 —ac) <&8x2 (Oz—ﬁ’ a—p )
Pf (u—v —PBu+ow Pf(u—v —futav)
= axay( —8 a-p >+Cay2( —B a-p ))‘0’

ce qui donne, en intégrant d’abord par rapport a u puis par rapport a v, que
F(u,v) = g(u) + h(v), ot g, h : R — R sont deux fonctions de classe C?.
Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont de la forme

f(z,y) = glax +y) + h(Bxr +y) avecg, h € C*

© Supposons que f : R7 x R — R soit une telle fonction et considérons la fonction auxiliaire
F : R? — R définie par
F(u,v) = f(z = u,y = wv).

Alors, pour tout (u,v) € R} x R

62 2f a2f 5 5 2f
U W(u,v) U %(u uv) + 202 vaxay(u,uv)+u v a_yQ(u ,uv) =0
92F
= 5 2(u v) =0,

ce qui donne, en intégrant deux fois par rapport a u, que F'(u,v) = ug(v) + h(v), ot g,h: R - R
sont deux fonctions de classe C2. Par conséquent toutes les fonctions f : R? — R cherchées sont
de la forme

flz,y) = zg (%) +h (%) avec g, h € C*.

®© 1) Soit (z,y) € R% xRet v :]0, +0o[— R la fonction auxiliaire définie par v(t) = f(tx,ty) =



t*f(x,y). Ainsi, pour tout ¢ > 0 :

-l of _ gt
7V(t) =y fltw, ty) + yayf(trm ty) = at* f(z,y)
262 2 282
V() = 25 ftw, ty) + 2xyaxayf(tx,ty) v (tz, ty)
= ala—1)f(z,y),
ce qui donne, en prenant t = 1,
0% f 0% f o*f

2 @)+ 20y () + 5 5 () = ala = DS (@),

2a) En utilisant 1) et I’exercice précédent, on obtient que toutes les fonctions
f:R% x R — Rde classe C*, homogene de degré 0 sont de la forme

flx,y)=nh (%) avec g € C%

2b) En utilisant 1) et I’exercice précédent, on obtient que toutes les fonctions
f:R% x R — Rde classe C?, homogene de degré 1 sont de la forme

f(z,y) = zg <y) avec g € C%

T

© Puisque pour tout (z,y) € R? : Af(z,y) = ¢"(x)h(y) + g(z)h"(y) = 0, on a, grice aux
conditions initiales, que

g"(x) — g(x) = 0et h"(y) + h(y) = 0 ou encore g(z) = chx et h(y) = cosy.
® Puisque pour tout (z,y) € R} x R:

Pf 10f 1f
@(%9) + ;%(x,y) + ﬁa_yg(xay)

= (50) + 360 1) + Spa@ ) 0.

il suffit de prendre ¢”(z) + 1¢'(z) = 0 et h”(y) = 0. Ainsi, en tenant compte des conditions
initiales, les deux fonctions g : R* — Reth : R — R définies par g(z) = Inz et h(y) = y
répondent a la question.

Exercice 2.12.



O (Laplacien en coordonnées polaires)
Soient f : R? — R une fonction de classe
C? et g : R? — R la fonction définie par
g(r,0) = f(x =rcosf,y = rsinb).
Vérifier que pour tout (r,0) € R} X R:
2

0
Af(rcos@,rsinf) = 8—‘3(7‘, 0)
r

2

10g 1 9°g
——(r,0 ——(r,0).
+r8r(r )+r2802(r )
® Montrer que I’équation

w2+26y—|—sinwy—220,

définit au voisinage du point O une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 0.
Montrer que la fonction ¢ admet un
maximum local en 0.

® Montrer que I’équation

1-—- y2 +w2yey =0,

définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 1.
Montrer que la fonction ¢ admet un
minimum local en 0.

© Montrer que I’équation

+ 4
x? — 2x — Yy — cos7‘ry2 + lniy + -1 — o0,

définit au voisinage du point 1 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(1) = 1.
Montrer que la fonction ¢ admet un
maximum local en 1.

©® Montrer que I’équation
Inx + er =1

définit au voisinage du point 1 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(1) = 0.
Donner I’équation de la tangente a la
courbe y = ¢(x) en 1.

® En utilisant I’exercice précédent, trouver
les deux fonctions f; : R} — Ret

f2 :] = 5, Z[— R de classe C? de sorte que
la fonction f : R} X R — R définie par

ﬂ@y%:ﬁ(Wﬁ+yﬂ+h(Ammg>,

soit harmonique.

@ Montrer que I’équation
eV 4+y?—x—2=0,

définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 1.
Montrer que la fonction ¢ admet un
maximum local en 0.

® Montrer que I’équation

x® +y® —a?y —1=0,

définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 1.
Montrer que la fonction ¢ admet un
minimum local en 0.

® Montrer que I’équation

cos (:132 + y) + sin(xz + y) + e’y — 2,

définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 7.
Montrer que la fonction ¢ admet un
maximum local en 0.

{ Soinet A un ouvert, (a,b) € A avec
a#0etf: A— R unefonction de classe
C*, homogene de degré o telle que

o
f(a,b) =0et —f(a, b) # 0.
oy
Donner explicitement la fonction implicite

y = ¢(x) que f définit au voisinage du
point a et qui vérifie ¢(a) = b.

Solution|




O Puisque pour tout (7,0) € R?:

Jg _of . of : :
E(T’ 0) _8_x(r cos B, rsinf) cos + 8—y(r cosf,rsinf)sinb,
2 92 o2
%(r, 0) = e J;(TCOSH rsin @) cos® 6 + 8xgy(rcose,?"sine) sin 26
62
+%(rcos¢9 ,7sinf) sin? 6,
D%g _of . K, O f : . o
w(r, 0) =— r%(r cos B, rsinf) cosf + r @(r cos 6, rsin 0) sin” 0
2 Of o of o
8x8y (rcosf,rsinf)sin 20 — ra—y(r cos B, rsin §) sin 6
0*f
+r m(r cos 6, rsin ) cos 26,
d%g 10g 1 9%
A ing) = =7 =
onaAf(rcosf,rsinf) 8r2<r’6)+rar(r 0) + 2892(7“ 0).

® Puisque pour tout (r,0) € R% x| — 2,2 [: g(r,0) = fi(r) + f2(6), la fonction f est harmonique
sur R} x R si et seulement si

L)+ L)+ g f(0) = 0 = A0+ rfi(r) = acet f1(6) = —a

oll v est une constante. Par conséquent toutes les fonctions f1 : R} — Ret fy ;] — 7, 5[— R sont
de la forme o o
fi(r) =alnr + §1n27‘ +bet fr(0) = —592 + cf + d,

ou a, b, c et d sont quatre constantes.
® Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = x> + 2¢¥ + sinxy — 2. Alors, pour tout

(z,y) € R?:
af
Iy
Ainsi, puisque f(0,0) = 0 et g—JyC(O7 0) = 2 # 0, le théoreme des fonctions implicites nous permet
d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction continue ¢ :] — §, §[— R telle que ¢(0) =

et pour tout |z| < & : f(z, ¢(x)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R*:

2
gi(a: y) = 2x + ycoszy et g f(x y) =2 —y*sinxy.

Par conséquent ¢/(0) = O et ¢”(0) = —1 < 0; ce qui entraine que la fonction ¢ admet un maximum
local en 0.
O Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = e® +y*—z —2. Alors, pour tout (z,y) € R?:

af
dy

(x,y) = 2¢Y + x cos xy.

(z,y) = ze™ + 2y.

Ainsi, puisque f(0,1) = 0 et 2—5(0, 1) = 2 # 0, le théoreme des fonctions implicites nous permet
d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction continue ¢ :] — §, §[— R telle que ¢(0) =
et pour tout |z| < & : f(z, ¢(x)) = 0. De plus, ¢ € C™ et pour tout (z,y) € R*:

af Yy an 2
L = ye™ — let —= = 2™
Bp DY) = e et 55 (2,y) = y'e



Par conséquent ¢/(0) = 0 et ¢"(0) = —% < 0; ce qui entraine que la fonction ¢ admet un

2
maximum local en 0.
@ Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) = 1 —y* + x?yeY. Alors, pour tout (z,y) € R?:
0
8_ch(x, y) = =2y + 2%e¥ + 2ye’.
Ainsi, puisque f(0,1) = Oet 3—5(0, 1) = —2 # 0, le théoréme des fonctions implicites nous permet
d’affirmer qu’ill existe localement une unique fonction continue ¢ :] — d, §[— R telle que ¢(0) = 1
et pour tout |z| < 6 : f(x, #(x)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R?:
0 o?
@—i(w, y) = 2zye et a—x‘é(w, y) = 2ye’.
Par conséquent ¢'(0) = 0 et ¢”(0) = e > 0, ce qui entraine que la fonction ¢ admet un minimum
local en 0.
® Soit f : R? — Rlafonction définie par f(z,y) = 23 +y>—2%y—1. Alors, pour tout (z,y) € R?:

g—i(m/) = 3y° — 2.

Ainsi, puisque f(0,1) = 0 et g—i(o, 1) = 3 # 0, le théoreme des fonctions implicites nous permet
d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction continue ¢ :] — §, §[— R telle que ¢(0) = 1
et pour tout |z| < & : f(z, ¢(x)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R?:

0 02

a—i(:c,y) =327 — 2zy et a—x‘];(a:, y) = 6x — 2y.
Par conséquent ¢/(0) = 0 et ¢(0) = 2 > 0; ce qui entraine que la fonction ¢ admet un minimum
local en 0.
@ Soit f : R? — R la fonction définie par

4

1
f(z,y) =2 =2z —y — cosmy® + In Y + =1
8f 4y3
Alors, pour tout eER?: Z2(z,y)=—1+2 . 2 2(y-1)
pour tou (l’,y) ay(ilf y) + Z2rysmwy” + 11 + ze

Ainsi, puisque f(1,1) =0 et g—?’;(l, 1) = 2 # 0, le théoreme des fonctions implicites nous permet
d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction continue ¢ :|J1 — §,1 + §|— R telle que
#(1) = 1etpourtout |z — 1| < §: f(x,#(x)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R?:

0 02

a_;];(“”’ y) =2z -2+ (y— 1)@ Vet a—qf;(w, y) =2+ (y—1)%Y
Par conséquent ¢'(1) = O et ¢”(1) = —1 < 0, ce qui entraine que la fonction ¢ admet un maximum
local en 1.
® Soit f : R? — R la fonction définie par

f(z,y) = cos (z* + y) + sin(z + y) + e — 2,

L Of
%

Ainsi, puisque f (0,%) = 0 et g—i (0,2) = —1 # 0, le théoréme des fonctions implicites nous

Alors, pour tout (z,7y) € R? (z,y) = —sin (2° +y) + cos(z + y) + 2™y,



permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction continue ¢ :] — 4, [— R telle que

¢(0) = % et pour tout x| < ¢ : f(z,p(z)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (z,y) € R?:

%(m, y) = — 2w sin (z° + y) + cos(z + y) + 322ye™Y,
0*f ,
@(l‘, y) = — 2sin (2% + y) — 42” cos (2 +y)
— sin(z + y) + 6zye” Y + 9zty’e” V.
Par conséquent ¢'(0) = O et ¢”(0) = —3 < 0; ce qui entraine que la fonction ¢ admet un maximum

local en 0.
® Soit f : R% x R — R la fonction définie par f(z,y) = Inz +ex — 1.

) z
Alors, pour tout (z,y) € R} x R : a—f(x, y) = e

Yy x

Ainsi, puisque f(1,0) = 0 et g—i(l, 0) =1 # 0, le théoreme des fonctions implicites nous permet
d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction continue ¢ :|1 — §,1 + §[— R telle que
¢(1) = Oetpourtout |z —1| <6 : f(x,¢p(x)) = 0. De plus, ¢ € C* et pour tout (x,y) € R} xR:

ﬁ(x )_l_ieﬂ
or ’y—x x2

ce qui entraine que ¢’(1) = —1. Par conséquent 1’équation de la tangente a la courbe y = ¢(x) en
lesty=¢'(1)(z—1)=—z+ 1.

© D’une part, puisque f(a,b) = 0 et g—g(a, b) # 0, le théoreme des fonctions implicites nous
permet d’affirmer qu’il existe localement une unique fonction continue ¢ :Ja — d,a 4+ 6[— R telle
que ¢(a) = betpourtout |z —al < 4 : f(x,¢(x)) = 0. De plus, ¢ € C! et pour tout |z —a| < §:

of ) _
97 L 0@) + ¢ (ﬂi)a—y(% ¢(x)) = 0.

D’autre part, la fonction f étant homogene de degré a, on a, d’apres la relation d’Euler, que pour
tout (x,y) € A:
0 0
S5 o) + g (o) = afz.)

ce qui entraine que pour tout [z — a| < J :

of af
ZE%(% o(x)) + cb(w)a—y(x, ¢(x)) = 0.

Considérons a présent, la fonction auxiliaire g :Ja — 0, a + §[— R définie par
g(x) = a—y(w, ¢(x)).

Ainsi, puisque cette fonction est continue et ag(a) # 0, il existe un nombre 0 < 3 < § tel que
pour tout |z — a| < 8 : zg(x) # 0. Par conséquent pour tout |x —a| < [ :

¢'(z) — igb(x) = 0 et ¢(a) = b ou encore ¢(z) = Sx,

Exercice 2.13. Déterminer les extrémums locaux des fonction suivantes :



© f(x,y) = e¥ HV' 2042y, 0 f(z,y) = z® + y* — etV
@ f(x,y) = 12zy — x*y — xy?.

— .8 _ 2
® f(z,y) =2 = 3z + =y Le maximum local obtenu est-il global ?

® ©f(may):’y2+yCOSw—Sinm—2,
flz,y) = x? + xsiny — icos y + 5. Montrer que (mr;l)iéle f(x,y) = —3.
(7] f(il?, y) = cos(w + y) -+ sin Y. (8] _f(a:, y) — (:1:2 + yz) e_(”“JFy).

© f(z,y) = ye (¥*+),

_ ()
© f(@,y) = (@ +y)e ) Le maximum local obtenu est-il global ?

Solution

2 (0,4) = 2z - et 2er

ox

@ Puisque pour tout (z,y) € R*:
0
a}]j (w,y) = 2(y + D)e" V2,

I’unique point stationnaire de la fonction f est (1, —1).
Nature du point stationnaire.

( o?
r = a—é(m, y) =2 (1+2(z — 1)?) e H 20t
x
82
T 8$gy(x> y) =4z — 1)y + e vt
82](' 2 m2+y2—2x+y
t:a—yz(x,y):2(1+2(y+1))e :
\
Pour (1,—1) : s> —rt = —;% <Oetr = % > (. Par conséquent la fonction f admet un minimum
local en (1, —1).
® Pour tout (z,y) € R?:
0
a—f(:c,y) =32% — "V =0 2% = o2
- =
<~
0 2 _ prty —
Yy

Alinsi,

1) x = —y. Alors, 322 — 1 = 0 ou encore & = i\%.

2) z = y. Alors 3z —e2* = 0; désignons par a 1’unique solution de cette équation. De plus, a < 0.
Par conséquent la fonction f admet trois points stationnaires, a savoir :

Nature des points stationnaires.

( (‘)Qf N
r= @(x,y) = 6z — "
02]0 T+y
§= axay(xvy) = ¢
82f T+y
\t*a_yg(mvy)*fiy_e )



1) Pour P et P, : s> —rt = 12 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum
local en ces deux points.

3) Pour Q : s* — rt = 36a*(a — 1) < O etr = 3a(2 — a) < 0; ce qui entraine que la fonction f
admet un maximum local en ce point.

—x(a:, y) = 322 — 3+ y?
® Puisque pour tout (z,y) € R? :

—(z,y) =2z

Dy Y Y,

la fonction f admet quatre points stationnaires, a savoir :
Py =(0,—v3),P, = (0,v3),Q, = (=1,0) et Q; = (1,0).

Nature des points stationnaires.

( 82f
T:@(%y)zm
O*f
= Jwoy Y =%
0*f
\t—m(aj,y)—Qx.

1) Pour P et P, : s> —rt = 12 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum
local en ces deux points.

2)Pour Q; : s> —rt = —12 < Oetr = —6 < 0; ce qui entraine que la fonction f admet un
maximum local en ce point.
3) Pour Q : s> —rt = =12 < Oetr = 6 > 0; ce qui entraine que la fonction f admet un

minimum local en ce point.
or
Ox
0
o) =a(12 -0 - 2),

la fonction f admet quatre points stationnaires, a savoir :

(z,y) =y(12 — 2z — y)
® Puisque pour tout (z,y) € R?:

0 =1(0,0), P, =(0,12),P, = (12,0) et Q = (4,4).

Nature des points stationnaires.

( 0*f
"= @(x,y) =2y
O f
=12-2
83:83/( ) = x
0% f
kzf = G—yQ(x,y) = —2z.

1) Pour O, P, et P, : s> —rt = 144 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum
local en ces tr01s points.

2) Pour Q : s> — 1t = —48 < Oetr = —8 < 0; ce qui entraine que la fonction f admet un
maximum local en ce point.

Ce maximum local n’est pas un maximum global car lu}rl f(xz,—1) = +o0.
T—>+00



%(z,y) =2 +siny

0
—f(x,y) = xcosy + isiny,

dy

les points stationnaires de la fonction f sont

Py = (0, kn),Qp = (—ﬁ, Ty 2k7r> et Ry — (ﬁ Ty 2k7r> ,

® Puisque pour tout (z,y) € R?:

43 47 3

avec k € Z.
Nature des points stationnaires.

( a2f
T:@CC,Z/):Q
s = il (x,y) = cos
02 f : 1
\t—a—yQ(x,y)——xsmy+Zcosy.

1) Pour P, : s> — rt > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum local en ces
points.

2) Pour Q, et Ry, : 52 —rt = —% < Oetr =2 > 0; ce qui entraine que la fonction f admet un
minimum local en ces points.

af( ) '
—(z,y) = —ysinz — cosx
or ) Yy
® Puisque pour tout (z,y) € R? :
0
a—“;;(x, y) = 2y + cos ,

les points stationnaires de la fonction f sont P, = (g + km, O) avec k € Z.
Nature des points stationnaires.

4 82
r= @(aj,y) = —ycosx+
o’ f (z,7) :
= ,Y) = —sinzx
0xdy Y
0 f
1) k pair. Pour P, : s> —rt = —1 < O0etr = 1 > 0; ce qui entraine que la fonction f admet un

minimum local en ces points.
2) k impair. Pour P, : s> —rt = 3 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum
local en ces points.

( m)in f(z,y) = =3car f (%,0) = —3 et pour tout (z,y) € R?:
z,y)ER2

2 1
fz,y) = <y+ coZSa:) 1 (9—sin2x+4sinx)

—i (9 — sin2x+4sin$) < -3.

Y]



%(fa y) = —sin(z +y)

g—i(% y) = —sin(z + y) + cosy,

les points stationnaires de la fonction f sont

@ Puisque pour tout (z,y) € R?:

Qrp = (g + km, g +p7r) avec k,p € Z.

Nature des points stationnaires.

r= @(ﬂ%y) = —cos(z +y)
O f
axay(zﬂy) - —COS($+y)
O f _
t 6_y2< ,y) = —cos(xz +y) —siny.

1)Si kestpairetp € Z : s> —rt = 1 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas
d’extremum local aux points Q) .

2) Si k est impair et p pair: s> —rt = —1 < Oetr = —1 < 0; ce qui entraine que la fonction f
admet un maximum local aux points Q) .
3) Si k et p impairs : s> —rt = —1 < Oetr = 1 > 0; ce qui entraine que la fonction f admet un

minimum local aux points Q) .

0

o () = (0w — a2 = ) el
® Puisque pour tout (z,y) € R? :

0

O (o0 = 2y — a2 gy o0,

Y

la fonction f admet deux points stationnaires : O = (0,0) et P = (1,1).

Nature des points stationnaires.

(r _ ﬁ(m,y) — (2 — g+ 22 +y2) e~ (@ty)
Ox?
52
s = Wgy(x, y) = (—2z — 2y + 2% + ¢°) e~ (@t
>’f 2, .2
_ _ . —(z+vy)
\t—a—?ﬂ(x,y)—@ 4y + 2% + ) e Y,
1) Pour O : s> —rt = —4 < Oetr = 2 > 0, ce qui entraine que la fonction f admet un minimum

local en ce point.
2) Pour P : s> — rt = 4e~* > 0, ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum local

en ce point.

© Puisque pour tout (z,y) € R?:
2 (29) = (1= 2l + e )
of

3_31(1’, y) = (1= 2y(x +y))e "),



la fonction f admet deux points stationnaires, a savoir :

1 1 11
P:(‘afa) etQ:(é’é)'

Nature des points stationnaires.

( an (22442
P gy = 2ty -2 4 y)e (+4%)
5§ = ﬁ(m y) = 2z +y — 2ey(x +y))e )
Oxdy "’
(92f 2 _(x2+ 2)
t=—>(x,y)=—-2(x+3y—2y*(xr+y)e v,
\ 8y2
1) Pour P: s> —rt = -2 < Oetr = \/% > 0; ce qui entraine que la fonction f admet un minimum
local en ce point.
2) Pour Q : s? —rt = —% < 0Oetr = —\/% < 0; ce qui entraine que la fonction f admet un
maximum local en ce point.
0 2
—f(ln y) = —2aye” (#+)

ox
@ Puisque pour tout (z,y) € R? :
0
8_5(1;7 y) - (]' - y)e—($2+y)7
I’unique point stationnaire de la fonction f est P = (0, 1).
Nature du point stationnaire.

( o? 2
r= a—;;(m,y) =2y (22 — 1) e~ (e
0? >
Lo = gty = 2a(y — De )
0*f (24
|f= 8_y2(x7y> = (y—2)e” (=),
Pour (0,1) : 82 —rt = —e% <Oetr = —% < 0. Par conséquent la fonction f admet un maximum

local en ce point. Ici, le maximum local est global. En effet, puisque max ye ¥ = % et pour tout
yE

xER:O<e‘$2§1,ona

~(ary) _ 1 _ 0.1).
Jhaxye . f(0,1)

Exercice 2.14. Déterminer les extrémums locaux des fonction suivantes :

[1]f(z,y) = & + y* — sh(z +y). 2] f(z,9) = +y — sh(z +y).
.f(w,y): 4

2 2 2 2
ln(1+33 +y) —(93—1) -y f(m,y):16ewy_|_16w2+y2.

Le maximum local obtenu est-il global ?
Méme question pour le minimum.

—_
f(z,y) = ew2—|—cos(m—|—y)—i—sin(m+y). @ f(x,y) = 22 + (z — y)? — 6.

= — - —ry
f(ma y) ry —e + cosz. f(CL', y) =x? + ga_’:y + y2 + Arctg xy.



_ 1_1
9] f(@sy) =2y + 5 =3, [10] f (=, y) = 2®y(4 — = — y).

avecxz,y > 0.

f(@,y) =1+622—3(1 — (z —y)?)".

'Solution]

0
a—i(az,y) =1—ch(z +y)

Puisque pour tout (z,y) € R?:

g—i(af,y) = 2y — ch(z +y),

I’unique point stationnaire de la fonction f est P = (-3, 1).
Nature du point stationnaire.

( O?
r= 2y = —sha +y)
@2
= goale) = ~shie +)
0% f
L= a—yQ(ﬂ?,y) =2 —sh(z +y).
Pour (—%, %) : 52 — rt = 0. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins, en constatant que pour tout
o0 1 1 1 1 11
R — R — —_— — — 2 R —_— =
f( S 5) . f( 272),
et

1 1 1 1 11

on peut affirmer que la fonction f n’admet pas d’extremum local en ( —%, %)

0

) =1 - ch(a+y)
Puisque pour tout (z,y) € R? :

L 1=+,

les points stationnaires de la fonction f sont de la forme P, = (x, —z) avec = € R.
Nature des points stationnaires.

/ 2
r= %(%y) = —sh(z +y)
2
= aigy(:v,y) = —sh(z +y)
62
= o) = = shiz )

Pour tous les points P, : s — rt = 0. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins, en constatant que
pour tout 6 > 0 :

flx+6,—x)=9d—sho<Oet f(xr —06,—x) = -5 +shd >0,



on peut affirmer que la fonction f n’admet pas d’extremum local aux points P,.
Puisque pour tout (z,y) € R?:

of )
500 Y) = e — 20— 1)
of

Gy(z Y) =2y <m 1) ;
la fonction f admet trois points stationnaires, a savoir :
PIZ(_]-70>7 P2:(1_\/§,O>etpgz(1+\/§70)

Nature des points stationnaires.

([ O%f 8(1— 2% +19?%)
T:_Q(I7y): 2
01 Ry
_aQ_f(x )__&
0? 8(1+x% —y?
t:—];(:c,y): ( y2>_
Ay (1+ 224 32)

\

1) Pour P, : s> — rt = 4 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum local en

ce point.
2)Pour P, : s* —rt = % <QOetr = 1(3‘[[)16 > 0; ce qui entraine que la fonction f
admet un minimum local en ce point. P, n’est pas un minimum global. En effet,

lim f(z,0) = lim <(1 +27) (M — 1> + Qx) = —00.

T——00 T——00 1+ 22

3)Pour Ps : s> —rt = 8\(;55’\\;;“4) <Oetr = —gf/g)lf < 0; ce qui entraine que la fonction f

admet un maximum local en ce point. P3 est un maximum global. Pour cela, posons ¢t = /2 + y?
et considérons la fonction auxiliaire g : [0, +oo[ — R définie par g(t) = 41n (1 + ¢*) — (1 + %) +

2t.

2+ 1)t - (1= V2)(t - (1+V2))
1412
g(1 4 +/2). Finalement, il suffit de remarquer que pour tout (z, y) € R?:

flz,y) < g(t) < g(1+v2) = f(1+2,0).

Puisque pour tout ¢t > 0 : ¢/'(t) = , 0N a maxyso g(t) =

af
ox
of
dy

la fonction f admet trois points stationnaires, a savoir :

) - (5

(x,y) = 16ye™ + 32z
Puisque pour tout (z,y) € R? :
(x,y) = 16ze™ + 2y

O =(0,0),P = (

1n2> .



Nature des points stationnaires.

4 2f 2 oy
r= 82(331/)—163/6 + 32
O f
= 16(1
= ugy T Y) = 160+ zy)e”
2f 2 x
\t 02(:17y)—16936y+2

1) Pour O = (0,0
local en ce point.
2)Pour PetQ : s> —rt = —2561n2 < Oetr = 32(1 +In2) > 0; ce qui entraine que la fonction
f admet un minimum local en ces deux points.

Puisque pour tout (z,y) € R?:

of
ox

of
dy

) : 82 —rt =192 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum

(z,y) = 2ze” —sin(z + y) + cos(x+

(xz,y) = —sin(x 4+ y) + cos(z + ),

les points stationnaires de la fonction f sont P, = (O, Tt lm) avec k € Z.

Nature des points stationnaires.

( an 2 z2 :
r= 82(:131/)—2(1—1—23:)6 —cos(xz +y) —sin(z + y)
O f ,
= Buoy W Y) = Teos(@+y) —sin(w +y)
t= aQ—f(x y) = —cos(z +y) —sin(x + y)
\ oy2 '

2 2v/2 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas

1) Pour P avec k pair : s* — rt =
d’extremum local en ces points.

2) Pour P, avec k impair : s> — 7t = —2v/2 < Oetr =
f admet un minimum local en ce point.

of
ox

242> 0;ce qui entraine que la fonction

(z,y) = 627 +2(z — y)
|6 Puisque pour tout (z,y) € R? :
9
35 (:L’ y)
la fonction f admet deux points stationnaires : P =
Nature des points stationnaires.

—2(x —y) — 6,
(—1,2) et Q = (1,4).

( an
r= @(a:,y) =12z +2
0% f

0 f

—2

t =

\

1) Pour P =
local en ce point.

8_3/2($’y> = 2.

(—1,2) : s>—rt = 24 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum



2)Pour Q@ = (1,4) : s* —rt = =24 < 0 etr = 14 > 0; ce qui entraine que la fonction f admet
un minimum local en ces points.

%(z, y)=y(—1+e ™) —sinz
Puisque pour tout (z,y) € R? :
L —ei-1rem),

les points stationnaires de la fonction f sont P, = (0,y) avecy € Ret Q, = (km,0) avec k € Z*.
Nature des points stationnaires.

( 82
r= 8—;;(95,3/) = —y?e ™ —cosx
82
= 5oy @ y) = —1+ (1 —ay)e™
*f 2
t _ — — — —xy.
1= 3y (z,y) = —z7€
1) Pour tous les points P, : s> — rt = 0. A priori, on ne peut rien dire.
Néanmoins, désignons par g : R — R la fonction définie par g(¢t) = —t — e~ 7.

t

Puisque pourtoutt € R: ¢'(t) = —1+e*, ona

max g(t) = g(0) = —1.
teR?

Ainsi, en remarquant que pour tout (z,y) € R?:

flz,y) <maxg(t) +1 = f(0,y) =0,
teR?
on peut affirmer que la fonction f atteint son maximum global aux points P,.
2) Pour @y, avec k # 0 pair: s> —rt = —k?72 < Oetr = —1 < 0; ce qui entraine que la fonction
f admet un maximum local (ici global) en ces points.
3) Pour Q. avec k impair : s> —rt = k*7%; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas extremum
local en ces points.

Puisque pour tout (z,y) € R?:

of
_%(%y) = 2x+y<§+ﬁ>
of
—ay(x,y) —$<§+ﬁ> + 2y

la fonction f admet trois points stationnaires :
0 =(0,0),P = (—vV2,V2) et Q = (vV2,-V?2).

Nature des points stationnaires.

(T—ﬁ(x )=2— 20y”
T Ox2 Y) = (1+:L’2y2)2
o 0% f (z )_9+ 1 B 2222
~ Oz0y T ETIT 2y (14 22y2)?
o0 f 223y
t=T () =2—
\ a7 " (1+a2y?)’



1) Pour O = (0,0) : s> —rt = % > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum
local en ce point.

2)Pour PetQ : s> —rt = —% <0Oetr = g—g > 0; ce qui entraine que la fonction f admet un
minimum local en ces points.

of .

ax (x7 y) xQ
[9] Puisque pour tout (z,y) € R* x R* :

ﬁ(35 )=z+ %

ay v Y) = Y2

"unique point stationnaire de la fonction f est P = (—1,1).
Nature du point stationnaire.

( a2f
= Y=
0 f
= = 1
i (z,y)
0 f 2
t=—L ==
L ayg (SL’, y) yg
Pour P : s> —rt = -3 < 0etr = —2 < 0; ce qui entraine que la fonction f admet un maximum
local en ce point.
of

5@ y) =2y (4= 3z —y)

Puisque pour tout (z,y) € R?:
0
a—f(x,y) = z*(4 -z —2)
Y
les points stationnaires de la fonction f sont P = (4,0),Q = (2,1) et R, = (0,y) avec y € R.

Nature des points stationnaires.

( (‘)Qf
r=oa(@y) =24 -3 —y)
O f 3
s = axay(:c,y) =2z <4— 5;1:—2@/)
_f 52
xt— 8—y2(aj,y) = —2zx°.

1) Pour P = (4,0) : s> —rt = 256 > 0; ce qui entraine que la fonction f n’admet pas d’extremum
local en ce point.
2)Pour Q = (2,1) : s> —rt = =32 < 0O etr = —6 < 0; ce qui entraine que la fonction f admet
un maximum local en ces points.
3) Pour tous les points R, : 5?2 — rt = 0. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins, en constatant
que pour tout y € R : f(0,y) = 0, on obtient, en étudiant le signe de f(z,y) au voisinage de 1’axe
Oy, que

e siy ¢ [0,4], la fonction f admet un maximum local en R, ;

e siy €]0,4], lafonction f admet un minimum local en R, ;

e siy = O ou4, lafonction n’admet pas d’extremum local en z,,.
Puisque pour tout (z,y) € R?:

%(w,y) =120 4+48(z —y) (1 — (z — 9)2)7

8 (2,) = —48(z — ) (1~ (x — )?)",



la fonction f admet trois points stationnaires : O = (0,0), P = (0,—1) et @ = (0, 1).
Nature des points stationnaires.

( an

r= w(x,y) =12+48 (1 — (z — y)2)7 —672(z — y)? (1 — (z — y)2)6
= 8axafy(x’y) = —48(1— (z — y)2)7 +672(z —y)* (1 — (z — y)2)6
\ t= g—y‘é(x,y) =48 (1 — (z — y)2)7 —672(z — y)? (1 — (z — y)2)6.

1) Pourle O = (0,0) : s> — rt = —576 < O et r = 60 > 0; ce qui entraine que la fonction
f admet un minimum local en ce point.

2) Pour PetQ : s> —rt = (. A priori, on ne peut rien dire. Néanmoins, puisque f(0, —1) =
f(0,1) =1 et pour tout § > 0 :

f(6,—1+08)=f(5,1+0)=1+60 > 1,
et
f(0,—1—6) = f(0,1+6)=1-35*2+6)°* <1

on peut affirmer que la fonction f n’admet pas d’extremum local aux points P et Q).

Exercice 2.15.
@ Soit A > 0. Etudier, en fonction de )\, la nature des points stationnaires de la fonction
f : R? — R définie par
f(z,y) = e™ + 2 + Ay’
Pour A > 1, montrer que

f(0,0) = ( m)ln F(z,y).

® Soit o € R. Montrer que la fonction f : R? — R définie par
1
1+ a2z? + y?2 ’

fx,y) =x* +zy +y* —

possede un minimum local en (0, 0).
Trouver les extrema locaux des fonctions f : R2 — R définies par.

® f(z,y) = (z +y) + sin(z + y) + cos(z + y).

® f(z,y) = ‘2 r? +y? — (2 + y2)‘-

® Soient E un ouvert, (a,b) € E et f : E — R une fonction de classe C?> admettant un
maximum local en (a, b). Montrer que pour tout couple (u,v) € R? :

2‘r"f(ab)—l—2u'v 23f(ab)<0

® Trouver les extrema de la fonction f : [0, 1] X [0,1] — R définie par

ry
x,y) = .
@ Trouver les extrema de la fonction f : [—2,0] X [0,1] — R définie par

f(x,y) = z®> —zy +y* + 3z — 2y + 1.



© Trouver les extrema de la fonction f : [0, 2] x [0, 2] — R définie par

f(z,y) =sinx + siny + sin(x + y).

® Soit E = {(x,y) € R? : |z| < Z,|y| < cosz}. Trouver les extrema de la fonction
f : E — R définie par

f(x,y) = y*> +ycosx —sinx — 2.

'Solution

%(m, y) = ye™ + 2z
@® Puisque pour tout (z,y) € R? :
Z_ch(xa y) = xewy + 2)\y7
les points stationnaires de la fonction f sont :
O = (0,0),
\/ =V In(2v/\) 1
Py = —VAIn(2V ), — A< —
\ \/ —VAIn(2V/)), 7 avec 0 < A < 7,

e\ YAV 1
Qr= | —\/—VAIn(2VN), oy avec 0 < \ < 1

Nature des points stationnaires.

r an N
r= 5@ y) =y +2
o0 f
= — = 1 Yy
= B0y (z,y) = (1 +xy)e
0 f -
\tzéﬁwuﬁzm%y+2x

1) Pourle O = (0,0) : s> —rt =1 — 4\ etr = 2 > 0; ce qui entraine que
e Si0< A< }L, la fonction f n’admet pas d’extremum local en ce point.

e Si\ > i, la fonction f admet un minimum global en ce point. En effet, en posant £ =

{(:p,y) ER?: |z| < V2, |y < \/g}, on sait, f étant continue et £ compact, qu’il existe
(a,b) € E pour lequel
f(a,b) = min f(z,y) < f(0,0) = 1.

(z,y)EE

Ainsi, en remarquant que pour tout (z,y) € R*\F : f(z,y) > 2,0na

fla,b) = min f(z.y).

D’otl V f(a,b) = (0,0
a =

car f € CL Orpour \ > i, I’unique point stationnaire de la fonction
fest(0,0). D’ou 0.

)
b=



2)P0urP,\etQ,\avecO<)\<}1:
s —rt = 16AIn(2V\) < Oetr = 2(1 — In(2V/X)) > 0;

ce qui entraine que la fonction f admet un minimum local en ces points.
® Puisque pour tout (z,y) € R?:

af azx
%(x,y) :2x+y+(1+a22z—2+y2)2
of
0_y<x’y) :954“2?/4‘(1%21—%%2)2,
ot ( 2 2 4.2
0 2a0 S8atr
TZ—J;(:E,y)ZQ—I— 7 3
Ox (1+ o222 +y?)" (14 a22? +y?)
0% f (.y) = 1 8alxy
s = r,y)=1-—
&vay y (1 + o222 + y2)3
0? 2 Sy?
t:—J;(ZE,y>:2+ 5 Y 3
0y (14 22?4 y?) (14 o222 + y2)

\
on obtient que pour O = (0,0) : V£(0,0) = (0,0),s>—rt = —7—8a? < Oetr = 2 (1 + a?) > 0;
ce qui entraine que la fonction f admet un minimum local en ce point.

® Si 'on pose t = = + y, ce probleme revient a chercher les extrema locaux de la fonction
g : R — R définie par

g(t) =t +sint + cost =t + /2 cos (%—t).

Puisque pour toutt € R: ¢'(t) = 1+ V/2sin ( — t), les points stationnaires de la fonction g sont

1
t:g—l—%wett:ﬂ—l—%ﬂaveckez.

Comme de plus ¢”(t) = —sint — cost, on a

1) Pourt =% +2km, k€ Z:g" (% +2kn) = —1 < 0, lafonction g admet un maximum local
en ces points.

2) Pourt =+ 2km,k € Z : ¢g" (% + 2k;7r) =1 > 0, la fonction g admet un minimum local
en ces points.

En conclusion, la fonction f admet un maximum local en tout point des droites d’équation x +y =
5 + 2km, k € Z tandis qu’elle admet un minimum local en tout point des droites d’équation
r+y=m+2km kel

® Posons t = 22 + y? et considérons la fonction g : [0, +00[— R définie par

Wt—t  si0<t<4
) =2Vt —t| = ==
9(t) = | | {—mﬁ+t Sit>d.

D’une part, on constate que g(0) = ¢g(4) = ming>q g(¢) = 0. D autre part, puisque

L1 si0<t<4
—L 41 sit>4,



la fonction g admet un unique point stationnaire, a savoir : ¢ = 1. Comme de plus pour ¢ €

10,4 [: g"(t) = —#ﬁ < 0, elle admet, en ce point, un maximum local.

En conclusion, la fonction f admet un minimum global en (0, 0) et en tout point situé sur le cercle
d’équation % + y? = 4, tandis qu’elle admet un maximum local en tout point situé sur le cercle
d’équation 22 + 32 = 1.

® Pour simplifier I’écriture, posons

02 f 9% f

o2 f
r_@(a,b), o Ox0y Ay?

= ayQ <a7 b)

(a,b)ett

Pour commencer, on va supposer que s> —rt # 0. Alors, puisque la fonction f admet un maximum
local en (a, b), on doit avoir : s* — rt < 0 etr < 0; ce qui entraine que pour tout (u,v) € R? :

2

2
ru2+25uv+tv2:r<<u+§v> —U—2(52—rt)) <0.
r r

Supposons maintenant que s> — 7t = 0. Sir = ¢t = 0, il n’y a rien 2 démontrer. Faisons donc
I’hypothese supplémentaire que r # 0 (le cas ¢ # 0 se traitant de la méme maniere) et considérons
la fonction auxiliaire ¢ : R — R définie par g(t) = f(¢,b). Cette fonction est de classe C? car
f Vest. Puisque ¢ admet un maximum local en a et que g”(a) = r # 0, on doit avoir < 0. Par
conséquent pour tout (u,v) € R?:

2
ru? + 2suv + tv: = r (u + fv) <0.
T

® Posons £ = [0, 1] x [0, 1]. Puisque pour tout (z,y) € E : f(x,y) > 0, on peut écrire, sans
autre, que
min f(z,y) = 0.
(@y)eE f@9)
On pourra noter que ce minimum est atteint aux points de la forme (0, y) ou (z,0) avec 0 < z,y <
1. La fonction f atteint son maximum, car elle continue sur un compact. En remarquant que, pour

tout (z,y) EE :

g(x J) = y(1—32%+1%)
Ox ™ (1 — 3224 y2r)?
= Vf(z,y) #(0,0),
g(a: y) = r(1+ 32?2 — y?)
oy’ (1 — 322 +y2r)?

le maximum cherché se trouve sur OE.
1) Sur {0} x [0, 1], la fonction f est identiquement nulle.
2) Sur [0, 1] x {0}, la fonction f est identiquement nulle.

3) Sur {1} x [0, 1], la fonction f, qui s’écrit f(1,y) = #, atteint son maximum en y = 1 et
ce dernier vaut ;.
4) Sur [0, 1] x {1}, la fonction f, qui s"écrit f(z, 1) = 574, atteint son maximumen z = /2

et ce dernier vaut /2.



En conclusion, (max flz,y)=f <\/§, 1> =1,/2

z,y)EE
@ Posons £ = [—2,0] x [0,1]. La fonction f atteint ses extrema, car elle est continue sur un

A
compact. Puisque, pour tout (x,y) €F :

of
— =2r — 3
By (DY) = 20—y +
of
— =— 2y — 2
By (z,y) = —x+2y -2,
(—%, %) est I’'unique point stationnaire de f et f (—%, %) = —%. Etudions a présent la fonction sur

1) Sur {0} x [0, 1], 1a fonction f s’écrit f(x,1) = (y — 1)2. Par conséquent
min f(0,y) = f(0,1) = 0et max f(0,y) = f(0,0) =1.

0<y<
2) Sur [—2,0] x {1}, la fonction f s’écrit f(z,1) = 2 + 2z. Par conséquent

minof(x, 1) = f(_L 1) =—let 722&)20][(1', 1) = f<_27 1) = f(oa 1) =0.

—9<a<
3) Sur {—2} x [0, 1], 1a fonction f s’écrit f(—2,y) = y* — 1. Par conséquent
min f(=2,y) = f(~2,0) = —let max f(~2,y) = f(~2,1) =0.
0<y<1

0<y<1

4) Sur [-2,0] x {0}, la fonction f s’écrit f(z,0) = 2 + 3z + 1. Par conséquent

min_ f(z,0) :f(—§,0) :—Zet max f(z,0) = £(0,0) = 1.

—2<x<0 2 —2<x<0
En conclusion, min f(z,y) = —%‘ et max f(x,y) = 1.
(z,y)EE (z,y)€EE
® Posons E = [0,%] x [0,%]. La fonction f atteint ses extrema, car elle est continue sur un
compact. Puisque, pour tout (z,y) €E :
of

(9_x<x’ y) = cosx + cos(z + y)

of
8—y(:1:, y) = cosy + cos(z + y),

z %) est I'unique point stationnaire de f et f (%, %) = 3‘/75. Etudions a présent la fonction sur

(3
oF.
1) Sur [0, %] x {0}, la fonction f s’écrit f(z,0) = 2sin x. Par conséquent

min, f(z,0) = £(0,0) = Oet max f(z,0) = f (f,o) —9.

0<z<Z 2
2) Sur {%} X [0, g], la fonction f s’écrit f (g,y) = 1+2sin (% +y). Par conséquent
T T T
og@l,l?gf<2’y> f<2’0> f<2’2> ’
max f<z,y) :f<z,z) =1+V2.

0<y<Z” \2 2°4



3) Sur [0, g} X {%} la fonction f s’écrit f (a:, %) =1+ +/2sin (% ) Par conséquent

1 (D) -1 05) -1 (D) >
maXf(”T’g)_f(zl 2)_“‘[

0<z<7
4) Sur {0} x [0, %], la fonction f s’écrit f(0,y) = 2siny. Par conséquent

min f(0,y) = f(0,0) =0et Orgnyaugxg f0,y)=f (O, g) = 2.

0<y< us

En conclusion, min f(x,y) =0et max f(x, =38,
(m,y)eEf( y) (W)eEf( y) =3%

® La fonction [ atteint ses extrema, car elle est continue sur un compact. Puisque, pour tout
(z,y) € E:
of

%(:p,y) = —ysinx — cosz
or
y

la fonction n’admet pas de point stationnaire. Etudions a présent la fonction sur OFE.

(x,y) = 2y + cos z,

1) Sur {(z,y) € R?: || < I,y = cosz}, la fonction s’écrit f(z,cosz) = —2sin*z — sinz.
Par conséquent

min _ f(x,cosx) = f (E 0) = -3,

—5<z<% 2’
1 V15 1
7?;}6);%]“(%0031:) :f< Arcsm4 1 ) =3
2) Sur {(z,y) € R?: |z| < 5,y = — cosz}, la fonction s’écrit f(x,cosz) = —sinz — 2. Par
conséquent
T
—£H<lgl<" flz,—cosx)=f (5,()) = -3,
i )= f(-5.0) =1
max f(z,—cosz)=f(—=,0) =—1
ol ) 9’
En conclusion, min f(z,y) = —3 et max f(z,y) = 5
(zy)eE (z,y)ERE

Exercice 2.16.

0 Soit E = {(z,y) € R? : |z| + |y| < 27} . Trouver les extrema de la fonction f :
E — R définie par

Jf(z,y) = sin(x — y) + cos(x + y).

® Trouver les extrema de la fonction f : R? — R définie par

f(x,y) = cosx + cosy + sin(x + y).

Trouver le minimum des fonctions f : R? — R définies par.
®flz,y)=Q—-z+y)?+1A+z+y)?’+(2+2z+y)>



0 f(z,y) =2* +y* + (z +y — 2)%

® f(z,y) = |z| + |yl + |z +y — 2|

® Soient A = (7,1),B = (x, —x),C = (y,y) et D = (8,4). Minimiser la somme des
distancesde A a B,de BaCetde C a D.

0 Soit f : R?> — R la fonction définie par f(z,y) = (y — «?) (y — 2x?) 1) Montrer
que pour tout « € R, la fonction g, : R — R définie par g,(x) = f(x, ax) admet un
minimum local en 0.

2) Peut-on en déduire que la fonction f admet un minimum local en (0, 0) ?

©Soit E = {(z,y) € R? : 2 — y? = 25}. Trouver le minimum de la fonction f : E — R
définie par f(z,y) = =2 + y? + xy.

© Trouver les extrema de la fonction f : B((0,0),1) — R définie par

r+y

r,Yy) = — .
O Soit E = {(z,y) € R? : 4 < z2?+y? <9,0 <z < y}. Trouver les extrema de la
fonction f : E — R définie par

y2

z+y

N

f(way) =

Solution|

@ F est I'intérieur avec ses cOtés du carré de sommets A = (?jT”, 0), B = (0, %) ,C' = (—?jf, 0)
etD = ( , —%’r). La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Puisque,

pour tout (x,y) €E:

0 )
O (,4) = cos(z — y) — sin(z + y)
ox
0 }
O (,4) = — cos(z — y) — sin(z + ),
dy
la fonction admet deux points stationnaires, a savoir : (—%, %) et (3, —2). Deplus, f (—=%,%) =0

et f (5, —7%) = 2. Etudions a présent la fonction sur son bord OF.

1) Sur le segment AB, la fonction s’écrit f(z, —z + %) = sin(2z — 2T

3T T o7 1
I y +_ - S o :_]—__7
i 1 (ze+ ) =1 (55) =15

3T 5t 1
e ) = (D) - =
s 1 (ree ) =1 (55) =1 7

2) Sur le segment BC, la fonction s’écrit f(z,z 4+ 2) = cos(2z + 2T) — \/Li

Par conséquent

Par conséquent

. 3T 3T 3T
gt <“’+I> =/ (O’ I) =/ (‘ﬂ) =0

3T 3r 37 1
— | = —_ | =1-—.
—glgfsof(x’er 4) f< 8" 8) V2



3) Surle segment C'D, la fonction s’écrit f(z, —z — 2F) = sin(2z + 37) — \/Lﬁ Par conséquent

3T 5T 0w
_gpin f ( e z) =/ (‘?‘g)
3 T br 1
—r—— | = —_ | =1—- —.
_sr?i‘f@f(x’ ’ 4) f( g’ 8) 2
4) Sur le segment D A, la fonction s’écrit f (m T — 3—“) = CoS (2x — %)
3T 3T 3T
(]<Hmll<%ﬂ' f (ZL’,.I - Z) = f (07 _Z> = f <170 = 07
3T 3 3m 1
- — | = — ] =14 —.
og%wf(xx 4) f(s’ 8) LG

En conclusion, min y)=—1—-Let ma Y) =
ﬁiwf(x Y) 7 (x,y)é(Ef (,y)

Par conséquent

-

® Pour commencer, montrons ’existence de ces extrema. Pour cela, considérons le sous-ensemble
E = [0,27] x [0, 27]. Puisqu’il est compact et que la fonction f est continue, elle atteint son
minimum et son maximum sur F. Autrement dit, il existe (a, b), (¢, d) € E pour lesquels

fla,b) = min f(z,y) et f(c,d) = max f(z,y).
(zy)ek (z,y)eE

Soit a présent (u,v) € R2 On sait qu’il existe un unique couple (uy,v;) de [0, 27 [x [0, 27 |

et un unique couple (ky, ky) de Z? tels que u = uy + 2k et v = vy + 2kom. Par conséquent

fla,b) < f(u,v) = f(ug,v1) < f(c,d). On a ainsi démontré que

fla,b) = min f(z,y)et f(c,d) = max f(z,y).

(z,y)€R? (z,y)€R?

La fonction f étant de classe C', on doit avoir V f(a,b) = V f(c,d) = (0,0). Finalement, puisque
les solutions dans £ du systeme

of
ox

of
dy

(z,y) = —sinz + cos(z +y) =0

(x,y) = —siny + cos(zx + y) = 0,

sont (3%,2%) (£, %) et (3F, 37) et que de plus

f(gl 31) =0/ (55) jﬁetf(% %) ‘3_@

on peut conclure que min f(z,y) = 3\f et max f(z,y)= i
(z,y)€R? (z,y)€R?
® Pour commencer, montrons 1’existence de ce minimum. Pour cela, considérons le sous-ensemble

E = [-6,6] x [—6,6]. Puisqu’il est compact et que la fonction f est continue, elle atteint son
minimum sur £. D’autre part, en constatant que (0,0) € E, f(0,0) = 6 et pour tout (z,y) €
R*\E : f(z,y) > 6, on peut aussi écrire

min X mln X
(my)eRQf( Y) = nin, f(z,y).



La fonction f étant de classe C!, ce minimum est atteint en un de ses points stationnaires. Finale-
ment, puisque I’unique solution du systeme
of

%(I,y):4(3x+y+2)=()

of
=L —92(2 4) =
ay(ffc,y) (22 43y +4) =0,

2 8

est (—2, —2), on peut conclure que min, yeg2 f(z,y) = f (—%, —2) = 2. Remarque : Géométriquement,

ce probleme revient a trouver la plus courte distance ¢ entre les deux droites gauches

di={2—-t3+61-2):teR} et dp={(1—t2—t3+t):tcR}

® Pour commencer, montrons 1’existence de ce minimum. Pour cela, considérons le sous-ensemble
E = B((0,0),2). Puisqu’il est compact et que la fonction f est continue, elle atteint son minimum
sur E. D’autre part, en constatant que (0,0) € E, f(0,0) = 4 et pour tout (z,y) € R*\FE :
f(z,y) > 4, on peut écrire

min x,y) = min f(x,y).
Juin, f(z,y) = min f(z,y)

La fonction f étant de classe C!, ce minimum est atteint en un de ses points stationnaires. Finale-
ment, puisque 1’unique solution du systeme

0

() =200 4y ~2) =0

0

e =22y -2) =0
est (%, %), on peut conclure que min, ,yer2 f(z,y) = f (%, %) = %.

® Pour commencer, montrons 1’existence de ce minimum. Pour cela, désignons par E I'intérieur
avec ses cotés du triangle rectangle de sommets A = (—2,—-2),B = (7,-2) et C = (=2,7).



Puisqu’il est compact et que la fonction f est continue, elle atteint son minimum sur £. D’autre
part, en constatant que (0,0) € E, f(0,0) = 2 et pour tout (z,y) € R*\E : f(z,y) > 2, on peut
écrire

min f(z,y) = min f(z,y).
z,y)EE

(z,y)ER? (

T.’;’

x| > 2

ly| > 2

Recherche de ce minimum.

1) Soit F' I'intérieur du triangle rectangle délimité par les deux axes et la droite d’équation
r+y—2=0.Alors,
Vf(z,y)=(0,0)= (z,y) € F.
De plus, dans F': f(z,y) = 2.

2) Sur I’axe Oz, la fonction f s’écrit f(x,0) = |z| + |z — 2|. Par conséquent

min f(x,0) = f(¢,0) = 2 avect € [0,2].

zeR
3) Sur I’axe Oy, la fonction f s’écrit f(0,y) = |y| + |y — 2|. Par conséquent

miﬂgf((),y) = f(0,t) =2 avect € [0,2].
ye

4) Sur la droite d d’équation = + y — 2 = 0, la fonction f s’écrit f(z,2 — z) = |z| + |2 — z|.
Par conséquent

min f(z,2 —x) = f(t,2—t) =2 avect € 0,2].

z€R
En conclusion, min flx,y) =2.

(z,y)€R
® Ce probleéme revient a trouver le minimum de la fonction f : R? — R définie par

flz,y) Z\/§<\/x2—6x+25+\/x2+y2+\/y2—12y+40>.

Pour commencer, montrons 1’existence de ce minimum. Pour cela, considérons le sous-ensemble
E = B((0,0), 12). Puisqu’il est compact et que la fonction f est continue, elle atteint son minimum



sur F. D’autre part, en constatant que (0,0) € E et pour tout (x,y) € R*\E : f(z,y) > f(0,0),
on peut écrire

min r,y) = min f(z,y).
Juin f(e,y) = min f(z,y)

La fonction f étant de classe C!, ce minimum est atteint en un de ses points stationnaires. Finale-
ment, puisque 1’unique solution du systeme

(

of r—3 x

(a,y) =2 + =0

8I<x v) f(\/x2—6x+25 \/q;2+y2)

of Y y—6

—(z,y) = V2 + =0,
\ 3?1( 2 (\/.TQ—F?JQ \/y2—12y+40>

est (1,2),ona B =(1,-1)etC = (2,2).

L

A

© 1) En effet, puisque pour tout z € R : g,(r) = 2?(a — x)(a — 2z), la fonction g, admet un
minimum local en 0.
322

2
2) Non, car pour tout x # 0 : f <x, 7) < f(0,0)=0< f (x,%)

® Soit g : R — R la fonction auxiliaire définie par
25
g(t) = f(x =5cht,y =5sht) = T <3€2t + 6_2t) ‘

Ainsi, puisque pour tout t € R : ¢/(t) = 2e 2 (3¢* — 1), 0ona

wipat0 =9 (-23) - 25

teR 2



Finalement, en constatant que pour tout (z,y) € E : f(z,y) = f(—x, —y), on peut écrire

25v/3

min_f(z,y) =ming(t) = —

(z,y)eE
® Soit g : F = [0, 1] x [0,27][— R la fonction auxiliaire définie par

. roo. T
g(r,0) = f(x =rcost,y =rsinf) = ﬁmsm <Z+9> ,

r

Ainsi, en remarquant que sur [0, 1] la fonction h(r) =

est strictement croissante, on peut

1472
écrire 1
min r,y) = min ¢g(r,0) = ———,
(z,9)€B((0,0),1) flz.y) (r,e)eEg( ) V2
1
max x,y) = max ¢(r,0) = —.
(z,y)€B((0,0),1) f( y) (r,@)eEg( ) \/é

@ Soitg : D = [2,3] x [Z,2] — R la fonction auxiliaire définie par

sin 6
r,0) = f(r =rcosf,y =rsinf) =r———.
g(r8) = f( Y ) T cotgd
Ainsi, en remarquant que sur E, g] la fonction h(f) = 5 fg;fg 5 est strictement croissante, on peut

écrire

1
min f(z,y) = min g¢(r,0) = —et max f(x,y) = max g(r,0) = 3.
(x,y)eEf( y) W)eDg( ) 7 (x,y)eEf( y) W)eDg( )

Exercice 2.17.
Soit f : B((0,0),2) — R la fonction définie par

f(z,y) = %i_r}ra(cos tr 4+ ysintz)?
1) Montrer que f(x,y) = e™.

2) Trouver les extrema de la fonction f.
Trouver les extrema de la fonction f : B((2,0),2) — R définie par

f@,y) = 2@ + ¢ — (2 + 7).
Soit E = {(z,y) € R? : 2 + 4y? — 4z < 0}. Trouver les extrema de la fonction
f : E — R définie par

f(z,y) =1n(1+az—y)+e—ﬁ

Trouver les extrema de la fonction f :]0, +o00[%]0, +00[— R définie par

f(z,y) = zy(z — y)

sous la condition x + y = 8.
Trouver les extrema de la fonction f : [0, w] X [0, 7] — R définie par

f(x,y) = cos® xsin? y + sin® x cos® y



sous la condition sin z siny = <.
6] f(z,y) = z+2y. [7]f(z,y) = 2®—y*+ay.[8]f(z,y) = 42’4+ (z—y)*—4zy+1.
9] f(x,y) = x(1+y)+In /2 + 22 + y2. [10] f(x,y) = Arctg (x® + ¥ + 22 + 92 + 1).
f(;v,y) =In /2 + z* + y. \E‘f(w,y) = Arctg xy.

'Solution]

N[ =

1) Soit (x,y) € R? fixé. Ainsi, en constatant que

. In(costr +ysintx) .. —xsintr+ xycostx
lim = lim . = xy,
t—0 t t=0 costr + ysintr
. . . In(cos tz+y sin tx) z
on obtient bien que f(z,y) = 111%6 t = e,
—
| z = ™Y

2) La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un
de ces points. Alors,

e Si (a,b) € B((0,0),2), on doit avoir
Vf(a,b) = (beab,aeab) =(0,0),<=a=b=0

et £(0,0) = 1.
e Supposons a présent que (a,b) € 9B((0,0),2) et considérons la fonction auxiliaire g :
[0, 27r[— R définie par g(0) = f(z = 2cosf,y = 2sinf) = e*s02%, Alors,

. . b) o2
(a:,y)eg}s@l(lzo,o)z)f(x’y) oggwg() €5

- 0) = e2.
(:p,y)e%llg(}({o,o),z)ﬂx’y) og(gggwg( )=e



Finalement, min  f(x,y) =e et  max  f(x,y) = €
(z,y)€B((0,0),2) (z,y)€B((0,0),2)

En remarquant que {t = /22 +y?: (z,y) € B((2,0), 2)} = [0, 4], ce probleme revient tout
simplement a trouver les extrema de la fonction g : [0,4] — R définie par

2t —t? si0<t<?2
g(t) =1 , .
t*—2t s12<t<A4.
D’ou

mln :C7 — mln t :O’
(x,y)GB((2,0),2)f< v) 0§t§4g<)

max x, = max t) = 8.
(ay)eé«z,om)f (z.9) 0oy d (t)

Pour tout ¢ € R, désignons par d, la droite d’équation y = = — ¢. Ainsi, puisque
ENd, #0 = 2 +4t+1>0<=2—5<t<2+5,

. I T . L
et la fonction g(t) = In(1 + ¢) + e~ T+ strictement croissante sur | — 1, 4+00], on peut écrire

Jin f(z,y) = 9(2 - VB) =In(3 — V5) + ¢ 55,
max_f(z,y) = g(2+V5) =In(3 +V5) + e TV

(z,y)EE

Ay
y=z— (2—+5)

y=mx—1t

[4|Posons E = {(x,y) € R?: x +y = 8,z, > 0}. Alors, les extrema de la fonction f sur E sont
les mémes que ceux de la fonction g :]0, 8] — R définie par g(t) = f(t,8 —t) = 2t(8 —t)(t — 4).
Par conséquent

4 256
min f(z,y)=9g(4— — ) =——%,

max_f(z,y) (4 + 1 ) 256
X 9 - T - .
@yer’ Y TINTTR) T 3B

Posons £ = {(z,y) € R? : sinzsiny = 1,0 < z,y < 7}. Alors, en constatant que la condi-
tion sinzsiny = 3 avec 0 < z,y < 7 est équivalente & y = Arcsin y—— ou 7 — Arcsin 5

2sinx 2sinx

(




avec § < x < 5” , les extrema de la fonction f sur E sont les mémes que ceux de la fonction
[%, %] —R deﬁme par
1
g(t) = 1 (cotg®t — 1) + sin®¢.

Par conséquent mm f(z,y) =1et max f(z,y) =3
(zy)ek (z.y)ek

@ La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a,b)
un de ces points. En constatant que V f(a,b) # (0,0), on a (a,b) € 0B((0,0),1) et posons
g(z,y) = ¥ + y* — 1 = 0. Ainsi, puisque Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de
Lagrange, qu’il existe un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

1+2Xa=0
= b = 2a.
242X =0

Par conséquent

min  f(oy) = f (—i —i> = V5,

(z,y)€B((0,0),1) NGV
1 2
max  f(z,y)=f (—_) .
(z,9)€B((0,0),1) V5 /5

La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un
de ces points. Alors,

1) Si(a,b) € B((0,0), 1), on doit avoir
Vf(a,b) = (2a+b,a—2b) =(0,0) <= a=b=0,

et £(0,0) = 0.

2) Supposons a présent que (a, b) € 0B((0,0),1) et posons g(z,y) = z* + y?— 1. Ainsi, en
constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréeme de Lagrange, qu’il existe un
scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0).

D’ou
20+ Na+b=0
a+2(-1+M\b=
ce qui entraine, puisque (a,b) # (0,0), que
2(1+ M) 1 e e V5
det( | 2(_1+)\))_4>\ —5=0e= A=+

o \= —‘/75. Alors, b = (/5 — 2)a. Ainsi, puisque g(a,b) = 0, on a

B 1 vh-2 o 1045V5
<a’b)_i<\/10—4\/5’\/10—4\/5> tfleb)= 10 — 45

o \= \/75 Alors, b = —(\/5 + 2)a. Ainsi, puisque g(a,b) = 0, on a

(1 VB2 \ o 1045V5
(a’b)_i< \/1o+4\/5’¢10+4\/5> b =




En conclusion,

10+5V5 10455

min flz,y) = max flr,y) = ———.
(,9)€B((0,0),1) () 10+4\/_ (2.9)€B((0,0),1) (=9) 10 — 45

La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un
de ces points. Alors,

1) Si(a,b) € B((0,0), 1), on doit avoir
Vf(a,b) = (10a — 6b, —6a + 2b) = (0,0) <= a = b = 0.
£(0,0) = 0.

2) Supposons a présent que (a,b) € 9B((0,0),1) et posons g(z,y) = x* + y*> — 1. Ainsi, en
constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un
scalaire \ de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0).

D’ou
2(A+5)a—6b=0
—6a +2(A+1)b =0,
ce qui entraine, puisque (a,b) # (0,0), que

20+5) =6\ _ B -
det( 6 2()\_“))—4)\ +240—16=0+= A= -3+13

e \=-3—+/13. Alors, b = %ﬁa. Ainsi, puisque g(a,b) = 0,o0n a

2—+1 2 14+/1
(a,b) = + LA 3 ) et f(a,p) = 2 1AVIS
V26 — 44/13 /26 — 4/13 26 — 44/13
e \=—-3++13. Alors, b = %ﬁa. Ainsi, puisque g(a,b) = 0,on a

3 2+ /13 27 — 14/13
b) =+ e
(@) <\/26+4\/13’ \/26+4\/13> ot f(9) 26 + 4/13

En conclusion,

) fony) = 27 — 14\/ () 27 + 14+/13
min x, max T,Y) = ———.
(z,4)€B((0,0),1) Y 26 + 413 (z,y YeB((0,0),1) Y 26 — 44/13

@ La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

1) (a,b) ¢ B((0,0),1) car
a o b
24+ a2+ 24 a4 b2

Vf(a,b) = (1+b+ >7A(0,0).

En effet, raisonnons par 1’absurde et supposons que V f(a,b) = 0. Alors, a®> = b(b + 1).
Comme de plus a* + b* < 1, on aurait 0 < |a|, b < 1; ce qui entrainerait que

af a 1
Z(a,b)=1+b+ —— > —.
8x<a’) + +2+a2+62>2

D’ou contradiction.



2) Par conséquent (a,b) € 9B((0,0),1) et posons g(z,y) = x> + y*> — 1. Ainsi, en constatant
que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de
sorte que V (f1 + Ag) (a,b) = (0,0) avec f1(z,y) = x(14+y)+22 (f = fisurdB((0,0),1)).
D’ou

1+2Xa+b=0
= a? = b(1 +10).
a+2\b=0

fo1) =122 f1<—\/—§ %) 35, o

2’ 4 2’
; V3 1) 3V3 I3
"\272] 7 4 2
En conclusion,
3v/3 In3 3v/3 In3
min f(x,y):—ijtn—et max f(x,y):i—jtn—.
(¢y)€B((0,0),1) 4 2 (@yeB((0,0).) 4 2

1) Pour commencer, on va trouver les extrema de la fonction auxiliaire i : B((0,0),1) — R
définie par h(x,y) = 2% + y® + 2? + y* + 1. Cette fonction étant continue sur un compact, elle
atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un de ces points. Alors,

Vh(a,b) = (2a (14 3a*) ,2b (1 +3b*)) = (0,0) <= a=b=0,

et 1(0,0) = 1.
2) Supposons 2 présent que (a,b) € dB((0,0),1) et posons g(z,y) = x? + y* — 1. Ainsi, en
constatant que Vg(a, b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire
A de sorte que V (hy + \g) (a,b) = (0,0) avec hy(z,y) = 25+ y% +2 (h = hy sur 0B((0,0),1)).
D’ou

2a (3a*+ ) =0

2b (3b* + \) = 0.
Ainsi,
e ab = 0. Alors, puisque g(a,b) = 0,ona (a,b) = (0,£1) ou (£1,0) et h(a,b) = hy(a,b) =
3.
e ab# 0. Alors, a* = b* = S et h(a,b) = hi(a,b) = 2.
Finalement, puisque la fonction Arctg est une fonction strictement croissante, on peut écrire

min f(z,y) = Arctgl = T et max _ f(x,y) = Arctg3.
(z,y)€B((0,0),1) (z,y)€B((0,0),1)

La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un
de ces points. Alors,

1) Si(a,b) € B((0,0),1), on doit avoir

2a? 20°
Vi(ab) = (2+a4+b4’2+a4+b4
et £(0,0) = 2.

>:(0,0)<:>a:b:0,



2) Supposons a présent que (a,b) € 9B((0,0),1) et posons g(z,y) = x* + y* — 1. Ainsi, en
constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un
scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0).

D’ou
) =0
“rare )T

b2
26 ————+ ) =0.
(2+a4+b4+ ) 0

b) = (0,%1) ou (+1,0) et f(a,b) = 2.

Ainsi,
e ab = 0. Alors, puisque g(a,b) = 0,ona (a
In

e ab#0. Alors, a? = b* = 3 et f(a,b) =

2
l 2 In3
En conclusion, min flz,y) = s et max flz,y) = oo
(2.y)€B((0,0),1) 2 (@y)eB((00),1) 2

1) Pour commencer, on va trouver les extrema de la fonction auxiliaire ~ : B((0,0),1) — R
définie par h(x,y) = xy. Cette fonction étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema.
Désignons par (a, b) un de ces points.

Alors,

I\J\U‘ ~

Vh(a,b) = (b,a) = (0,0) <= a = b =0,

et h(0,0) = 1.

2) Supposons 2 présent que (a,b) € OB((0,0),1) et posons g(z,y) = x? + y*> — 1. Ainsi, en
constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréme de Lagrange, qu’il existe un scalaire
A de sorte que V(h + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

2 a+b=0

a+2X\b =0,

ce qui entraine, puisque (a,b) # (0,0), que
2) 1 2 - 1
det(1 2)\)_4)\—1—O<:>)\_j:§.

e A= —1. Alors, b = a. Ainsi, puisque g(a,b) =0, 0ona
1 1

a,b)=xt(—,— |,

w2 (7573)
th(a,b) =

o )\ :% Alors b = —a. Ainsi, puisque g(a,b) = 0, on a
1 1

a’7b == T =y =]

wn=2(-7573)

et h(a,b) = —3.

Finalement, puisque la fonction Arctg est une fonction strictement croissante, on peut écrire

1 1
min f(z,y) = — Arctg - et max  f(z,y) = Arctg —.
(2,y)€B((0,0),1) (2,4)€B((0,0),1) 2

Exercice 2.18.




0 Soit E = {(z,y) € R?: @ Soit E = {(x,y) € R?:
x? +2y? 4+ 2z — 1 < 0}. 9z% + (y — 1)2 < 1}.
Trouver les extrema de la fonction Trouver les extrema de la fonction
f : E — R définie par f : E — R définie par
f(z,y) = —z+y+2. f(z,y) = 3% + y°.
® Soit E = {(x,y) € R? : @ Soit E = {(z,y) € R? :

z? +2y* < 4} L5 <1
Trouver les extrema de la fonction Trouver les extrema de la fonction
J : E — R définie par f : E — R définie par

f(z,y) = 2* + zy + 2y°. f(z,y) = = + 2 + y>.
® Trouver le minimum de la fonction ]?.Tﬂg‘z’“ier}e; y éiltl;'emarde la fonction
f : R? — R définie par : éfinie pa 2

f(z,y) = x* + 6y? f(z,y) = / te V' dt

o 0 2 T

sous la condition 2 + 3v/2zy > 1. sous la condition e + e’ — 8.

Solution

O La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un de

ces points. Alors,

A

1) (a,b) £E car Vf(a,b) = (—1,1) £ (0,0).
2) Par conséquent (a,b) € OF et posons g(x,y) = x? + 2y* + 2z — 1. Ainsi, en constatant
que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de

sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

—14+2Xa+1)=0
=a+1=-2b
1+4X=0

ce qui entraine, puisque g(a, b) = 0, que

f(_1_%,%) :3+\/§etf<—1+%,—%> =3-V3

En conclusion, min f(z,y) =3 —v/3et max f(z,y) =3 + /3.
(zy)el (z,y)EE

® La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un de

et

ces points. Alors,

D) (a,b) ¢ car V f(a,b) = (6a,2b) # (0,0).
2) Par conséquent (a,b) € JE et posons g(x,y) = 9z% + (y — 1)? — 1. Ainsi, en constatant
que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de

sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou
6a(1+3\) =0

2b+2X\(b—1) =0



o A = =L Alors, b = —L. Ainsi, puisque g(a,b) = 0, on a 9a®> = —2; ce qui est

4
impossible. Ce cas est donc a rejeter.
o \#£ —%. Alors, a = 0. Ainsi, puisque g(a,b) = 0,ona b= 0ou 2.
En conclusion, min f(z,y) = f(0,0) =0et max f(z,y) = f(0,2) = 4.
(zy)eE (z,y)eE

® La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un de
ces points. Alors,

1) Si(a,b) €, on doit avoir
Vf(a,b) = (2a+b,a+4b) = (0,0) <= a=b=0,

et £(0,0) = 0.

2) Supposons a présent que (a,b) € OF et posons g(x,y) = x> + 2y* — 4. Ainsi, en constatant
que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il existe un scalaire A de
sorte que V (f1 + Ag) (a,b) = (0,0) avec fi(z,y) =4+ 2y (f1 = f sur OF). D’ou

2da+b=0
= a® = 2b°.
a+4Xb =0
Ainsi, puisque g(a,b) = 0, ona (a,b) = +(—v/2,1) ou =(v/2,1) et fi(a,b) = 4 £ /2.
En conclusion, min f(z,y) = 0et max f(z,y) =4+ /2.
(zy)el (z,y)EE

@ La fonction f étant continue sur un compact, elle atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un de
ces points. Alors,

1) Si(a,b) € E, on doit avoir
1
Vf(a,b) =(1+2a,2b) =(0,0) <= a= . etb =0,

et £ (~.0) = —1,
2) Supposons a présent que (a,b) € OF et posons g(x,y) = g—; + % - 1L

Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoreme de Lagrange, qu’il
existe un scalaire A de sorte que V(f + A\g)(a,b) = (0,0). D’ou

1+2(14+3)a=0
20 (1+ %) =0.

e b = 0. Alors, puisque g(a,b) = 0,on a |z| = 5. D’ou f(—5,0) =20et f(5,0) = 30.
e b=+£0.Alors, \ = —16eta = —%. Ainsi, puisque g(a,b) = 0,o0n a

25 25 257 25
2=16(1—- — =+ 416 (1- = ).
b 6( 182) et f(a,b) TR 6< 182)

1
En conclusion, min f(z,y) = —— et max f(x,y) = 30.
(x,y)EEf< v) 4 (Jz,y)EEf( )

® Posons £ = {(x, y) € R? : 22 + 3vV2xy > 1} et montrons que la restriction de la fonction f



a E atteint son minimum. Pour cela, posons £, = E N B((0,0), 1). Puisque E; est compact et f
continue, il existe (a,b) € E; pour lequel on a

fla,b) = min f(z,y).

(z,y)€E

Ainsi, en constatant que f(a,b) < f(1,0) = 1 car (1,0) € E; tandis que pour tout (x,y) €
E\E; : f(z,y) > 2% + y* > 1, on peut écrire

f(a,b) = min f(z,y).

(z,y)ER

1) (a,b) ¢E car Vf(a,b) = (2a,12b) # (0,0).

2) Par conséquent (a,b) € OF et posons g(x,y) = 2> 4+ 3v/2zy — 1. Ainsi, en constatant que
Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréeme de Lagrange, qu’il existe un scalaire \ de
sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

2(1+ Na + 3v2\b = 0
3v2\a + 126 = 0,

ce qui entraine, puisque (a,b) # (0,0), que

dot ( 2(14+2) 3v2)

2
= 18X\ + 24\ +24 =0 <= A= —= ou 2.
31/ 12 ) SN\ + + 0 3ou

o A= —2 Alors, b= 525+ Ainsi, puisque g(a,b) = 0, ona 2a” = Let f(a,b) = 2,

. )\ = 2: Alors, b = —\%. Ainsi, puisque g(a,b) = 0, on a —2a*> = 1; ce qui est
impossible. Ce cas est donc a exclure.
2
En conclusion, 1 JY) = —.
Din, f(z,y) = 3

® Pour commencer, notons que pour tout (z,y) € R? :

Y 2 (&
flx,y) :/ te Vdt = — -

et posons /' = {(x, y) € R?: e 4 e¥ = 8}. Puisque f est continue sur le compact F, sa restric-

tion a E atteint ses extrema. Désignons par (a, b) un de ces points et posons g(z,y) = e” +ev’ —8.
Ainsi, en constatant que Vg(a,b) # (0,0), on sait, d’apres le théoréme de Lagrange, qu’il existe
un scalaire A de sorte que V(f + Ag)(a,b) = (0,0). D’ou

—a (e‘“2 — 2)\ea2) =0
= ab = 0;
b <e‘b2 + 2>\eb2> — 0

ce qui nous permet de conclure que

min f(z.y) = f(a,0) = 2 et max_f(z,y) = /(0,b) = o.

(z.y)EE 7  (zy)€EE 7



Chapitre 3

Intégrales impropres

Exercice 3.1. Calculer

1 +oo dt
0/ t In tdt. 9/ .
0+ —oo 1412
Foo dt Teoo 3t —1
of Lo of Lt
oo 12 —|— 6t + 10 1 t(4t2+ 1)
1- 2 dt
°f of .
m 1+ VE—1
dt ®f+°o dt
/+ Vi—1 1+ tv/E—1
+oo dt

+oo t
- (0] —dt
® o+ VE1+t) /0 (1 + 2)?

'Solution]

1 1
1 1
/ tntdt = —lnt ——/ tdt = —-.
0+ o 2Jo 4
+00 oo
/ —Arctgt =T.
dt i e
—:A tg(t+ 3 =T.
L Eaeiyi Al 3 =

T 3t © gt Tt 1 [T 8t
ov:>1: | 2"~ g=3) & [ &, [ _* 4
‘ /1 42+ 1) /1 4211 /1 / +2/1 42+ 1

¥ ( 4t2+1>x
+In [ /=
. t

3
=3 Arctg(2t)
1

o gp 1 2 3yx
T gt =n —(——A ¢ 2).
:/1 faer " T s o \g T

1

1—
(5] / dt = Arcsint| =
0

0
2 2
dt
@/ =2vt—1
1+ V-1
2 2

= 2.




2

:2< VI th)

1

+00 dt 400 ds +oo
[5) =9 ———— = 2 Arcsin = T.
/1+ tE—1 o 241 0
+o0 dt oo g oo
—:2/ 2—S:2Arcsins = T.
or Vi(1+1) o L 0
+oo o0
/ \/ + 2 = +o00.
\/ (1+ t2 0

Exercice 3.2. Calculer

o +o0 dt @/+°° dt
. tVIFe2 . tVETFt+1
1 dt 3 dt
e/ . @/ :
ot (t+2)V3E— 2 a —t)\/ 1—1t
2— t
@/ dt. /
1+ \/(t—l)(2—t)
0/6— dt / lnt
1 t\/l—lnzt.
+o0
@/ e~ Vidt. / In tdt.
0
'Solution]
o/ T_A__[_d 1 VIts)| =n(1+v2
/1 t\/1+t2_/ —\/1+s2_ n(8+ +S) = {1 +v2).

tx
2]
/1 t\/t2+t+ /\/82+s+ / /3+ + 3
4

1 2
:ln((s+—>+\/52+s+1) = n<1+—>.
2 0 V3
8/1 dx 1 2 ds
2 2 2
or (t+2)Vit—12 V10 J1 \/(23_0) —(s—£)
1
1 20s — 7\ |2 1 T
= —— Arcsin = —— ( = + Arcsin
/10 ( 3 >é v/ 10 (2 )

N

/
0+
2—

dt _/2 dzx
1—t,/ 1-1) Vs—1

(t—3)+3
@/ / dt
1+ \/t—l —t \/ —3)?
2
23
( ViE=1D2—-1t)+ = Arcsm?t— )) =5
1
00 +o0 dS +oo
=92 = 2 Arctg s =.
/0+ vet—l /0 1+ s & 0




1 2 (1-s%)—1
o _

3 1+s
=ln- -2+ 21
n4 + n(l )
+00 +oo
+/ e_sds)
0 0

+oo “+o0o
(9] / e Vidt = 2/ se °ds =2 (—se_s
0 0

400 1
@/ lntdt:t(lnt—l)‘ — 1
0+ 0+

Exercice 3.3. Calculer

T Int T o
0/ —d 9/ t“e"dt.
1
Foo dt T Arctgt
o / o / dt
0 Cht 0 1 + t?
+oo Arctge t - dt
® / Arcteet yy. ® / _*
N t2 0 4 + tQZt
© Int —+o0
@ / 2T _at. 5 / a
or 1482 o thit1
+oo t t+oo t2
o / dt. ® / dt
o 41 o i1

'Solution]

T Int Int |+oo oo dt
o/ id——i‘ +/ o
1 t h 2

—+o0 too —+o0
9/ tPe~tdt = — 7|7 + 2/ te tdt
0 0
400 +oo
= —2te_t‘ + 2/ e tdt = 2.
0 0
—+00 dt —+00 t +
® / Ay / _© _annege| =T
0 Cht 0 ]_ —|— (@t) 0 2
o /+°° Arctgtdt  Arctg®t Too g2
1+# 2 |, 8
2 Arctg t Arctgt|"™ too gt
6/ rc2g g — _ Arctg . _
1 t t 1 1 t(l +t )
T n /+oo 1 t g — T L t teo o
_ — _ — J— n —
4 1 t 142 4 V1412 4

@/’5— dt _/+°° 1t
o A+tg?t ), (4+52 —i—s2 3 Jo 1—1—52

1 Arctg £\ [T
:g(Arctgs— rcg2)

. 12



Int 2Invt 2 oo Int
W= 10= 7 REETNE /1 1+ 12

Int Int | +oo ]
2)/ 1 dt = B gt = — lim ne d5:—/ Sl

1+ s2
+°° Int 1 Int T Int
D’ofl/ - dt:/ Ldm/ gt =o.
or 1412 or 1+ 12 . 142

+
1 (V241
5 In (m) + Arctg(v/2t — 1) + Arctg(V/2t + 1))

—+00

0

s2+1 0 Ty
/+°° 12 J _/O sig -1 oo (s o
o+l oS +18 0y S+ 202
Exercice 3.4. Calculer
oo 3 z dt
o / dt. o / .
0 t*+1 0_ costt +sin”t
i~ dt 2 )
9/ — @/ In(sin t)dt.
o cos*t—sin“t 0+
23 412 4 1
[ e [t
—n > 2. . 0
o  (1+t)" © lim Z 3¢3 + 4t
—dt
[

Solution|

® Diverge car hm tt4+1 = 1.

% dt +o00 1 t 2t +o00 1 2
9/ —.4:/ +te 1 dt:/ +Sdszi.
o cos*t+sin*t o cos?t(l+tght) o 1+ V2
® Diverge, En effet,
/Z dt /1 dt 1, (1+sin2 i .
_— = = —1n _— = Q.
o cosit —sin't o cos2t 2 cos 2t 0

® Puisque pour tout 0 < ¢t < 7 : In(sint) =
converge. De plus,

2 2 T P
In(sint)dt = / In(cos|=—t))dt= / In(cos s)ds.
/o+ ( 0+ ( <2 )) 0 ( )

In *2f 4 Int, I’intégrale généralisée f02 In(sin t)dt



Par conséquent

jus

/2 In(sint)dt =
0+

(/02 In(sin t)dt + /Og_ln(cost)dt>

us
2

D’oﬁ/ In(sint)dt = —

0+
@® En faisant le chagement de variable ¢t = tg s et en utilisant I’exercice 6.137, on a pour tout entier

n>2:
o gt b 1-3-...-(2n—3
/ —:/ cos? ™V sds = (2n >.Z_
o 1+t 2:4-...-(2n—2) 2
® 23 + 12 + 1 3t3 + 4t
lim t———— =2et lim ¢ dt =3
t——+o00 A+ 1 t—+oo  t4 41
T L2+ 1 O3t 4 4t
;»/ vt dt_/ R
0 441 0 441
/+°°2t3+t2+1dt 203 + 22 + 1
- tt+1 . 441
’ 0 — X + _:2
Drou tLlinoo +oo 3t3 + 4t tLlinoo 313 + 4x 3
—dt —
0 t4+1 i +1

Exercice 3.5.
Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

0/4 dt @/1 1dt
y— - COs —at.
3+ \/ ll’l(t - 2) 0+ t

1-"th (t — %) 1- sint
8/ ————dt. @/ dt
o+ tsin(t —1) 0+ tint
® % sin \/Zdt ® sht dt.
/0+ tint 0+ ty/In3
1 1 1— 1 2
@/ 1n<1—|——)dt. @/ Vo
0+ Vit 0+ 1—-1
1= sht 1 dt
(9] —dt. (10] .
v Argtht o+ et —1

\Solution\

0 m vi—i i1 [ i

converge.



t
1
OVvte[0,1]:|cost <1= / cos ;dt converge.
0+

h(t — 2 -1 % _ 42
el)hmt‘(t t):. ﬁ/M
t—0+tsin(t —1) sinl 4 tsin(t —1)

th(t — t " th(t—#2
2) lim ¥ =—-1= / #dt converge.
t—1—tsin(t — 1) 1 tsin(t— 1)

2
1— 2
tth (t —¢
D’ou / #dt converge.
0

dt converge.

L tsin(t—1)
int
O lim (1 —1) il = / —dt diverge.
t—1— tint
1
® lim V't sm\/_ =0= / * sin \/_dt converge.
o+ tlnt oy tlnt
ht 2 sht
®1) lim i / g dt converge.
t~)0+t / +t hll

ht 1=
> —sh1:>/
tf F
ht
D’ofl/ i
0+ ‘/ln%

2) lim VI —

———dt converge.

dt converge.

Ovtc[0,1]:0<In (1 + ) :> / In (1 + ) dt converge.
In?/t > In \/_
®1) lim vVt =0= dt converge.
) t—0+ 1/ 1 — t 0+ \/ g
In% 1= ln2 \/Z
2) lim v1—t =0= dt converge.
) V=t /2 N 8
1— 1112
D’ou dt converge.
VI 1 s
®1) shi / dt converge
im ——— \ .
t—0+ \/Argtht \/Arg 8
R L Sy L.
im —— converge.
t—1- /Argtht 1 VArgtht g
Doy [t
ou converge.
+ VArgtht g

1 1
@ lim ¢ =1= / dt diverge.
t—=0+ et — 1 op €8 —1

Exercice 3.6.
Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

2 3 In(t—1)
0/ In(sint)dt 9/ ——dt
0+ 24 t—2

/2 dt = dt
1+ V3 04 \/t — t5

6/1_ smt ® 2
\/t — t2 / ]_ _ ecost



2 too int
of " [l o [T St
1 1—|—t4 0+ ln(1+t)

1 sint tgt
@/ dt. @/ ——dt.
o+ ¢t o+ t

'Solution]

t
O Converge, car pour tout ¢ €]0,1] : In(sint) = In (Sl? ) + Int.

In(t —1 SIn(t—1
® lim M =1= / Mdt converge.

, 1 1 2
G)hmvt—l—:— /

Jm =13 = converge.
al) lim \/¥— / ——== converge.
Vit — \/
1 dt
2 hm v1-— - — / converge.
) \/t 5 2 i Vi-p s
1—
dt
D’ou —— converge.

t
®1) lim "

sint
=0+ /f — 12 op ViE— 12
int 1— int
2) tlirln V31—t S _sinl = / o converge.
—1— 1

dt converge.

Vi —t? Vi — 2
Dot = sint
ou W converge.
s
s 1 27 dt
° .y (— —t> 1_— - ;‘/ T
t2 l 400
ovt>1: \/ LT 1/ 12 :>/ \/ dtdlverge.
_4
sint 1 sint
®Hlim —=1— ————dt .
) ln(l 1) /0+ (1 +¢)  CONVEIEe
+o0 :
2) / dt converge (critere de Abel-Dirichlet).
sint
D’ou / —dt converge.
o In(1 +t)
t
® lim Sli = / —dt converge.
t—0+
t t
O lim 2~ =1 / —dt converge.
t—0+ ¢

Exercice 3.7.
Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :



! dt. (2] A dt
sin — —— sin —
\/_ 0+ Vit

*® sin t oo 1
@/ sin —dt.
1 t

1
o
+
°f.
too 1
/ tsin — dt. @/ — sin —dt.
1 t
+
°
+
°f

oo “+ oo
sin e tdt. G)/ e tlntdt.

dt +°°
o[ (i L)a
t2

Solution]

1 o
OVvie|0,1]: :> / sin —dt converge.
\/E
1
0 1)Vt €]0, 1] ‘— i —‘ — —sm —dt converge.
\/— t \/’ \/'
o1 1
)Vt >1: ‘7 ; 7 / — sm dt converge.
+00 1
D’ou / — sin — dt converge.
0+ \/E t .
sint sint
®1) lim —=0= / ——=dt converge.
) m \/z VA g

+oo :
2) / dt converge (critere de Abel-Dirichlet).

sin t
D’ou / ——dt converge.
0+ \/f

1 tee ]
® lim tsin 7= 1= / sin ;dt diverge.
1

t——+00

1 oo 1
® lim tsin-=1= / t sin —dt diverge.
1

teor 1
< = — sin —dt converge.
Lt t

1 1
OVt>1:|-sin—
t t Zf2

—+oc0o
OVi>0:0<sinel<el= / sin e *dt converge.

+oo
OVt>1:0<e” tlnt<—:>/ e~ " Intdt converge.
400 1

oo dt —1
@/ —2:_ = .
4 tln®t Int|, 21n2
' 1 oo 1
OVi>1:0<In 1+t—2 <—:> In 1+f2 dt converge.

Exercice 3.8.
Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :




+oo 1+Int +oo ¢ _ gj
0/ 2—|- n dt. @/ t Smtdt
1 (1+1In’¢)v2+1 1 t-+sint

® /+°° \/Zsintdt o /+°° dt
2. 2—1 0, t+VE2+5
o gt oe t
(5] —dt.. (6] —dt
Oi \/_ Oi Vet —1
0/ @/ sin t2dt
1
@/ \/ism Vising o +°°sin(1—cht)dt
0+ lIl(]_ t) 0+ tsht
'Solution]
@ Puisque
1
lim L =1
T (U ) 1t
14+ -+ 1
Ja > 1tel que Vt > - Int >3
1
(1+ln t) 1—i_z‘,_2
1+1Int

Ainsi, pour tout ¢t > « : Par conséquent I’intégrale généralisée

>
(1—|—1H2t) /t2—|—1 2tlnt

/+°° 1+Int i di
1verge .
L 14+ +1 s

+00
. t—sint
O lim =Rt —1 = / dt diverge.

t—+00 t+sint
\/l_fsmt +°° Vitsint
OV >1: _1 §t2—1:> 1 t2_1dtc0nverge.
0 A T
im - ——— diverge.
t—+o0 t + \/t2 2 Lot V2 +5 :

o1 hm \/_— =1= / dt converge.

+oo —
)Vt >1: O<—<e :>/ \/_dtconverge

Vi
+o0 67
D’ou / ——dt converge.
or Vi
Lot
. t . .
01 tl_l}(g_ 7o = 0= / \/_dt converge.
t o
Qv >1:0< Jo—1 2 :> / dt converge.
+o0 6
D’ou dt convenge.
or V-

COIlVCI'gC .

@1)11m —1:>/



V2 44/3 oot

1
Qv >1:0< < < = —— converge.

Vsht Vet —1 = 12 1 sh

D’ot /+a dt converge
u verge.
0+ V sht

cost 1 +oo cost
<= [ ©dt converge.

OVi>1:0<
400 2 |+ ~+o00 2
t t
D’ou / sin t2dt = — - — / C;; dt converge.
1 1

tsm / \/f sin t2

1 tl—lgit ln(

. \/Esm

" |In(1 —|—t)

oo \/551111}2

op  In(1+7) 1
in(1 — ch —1 in(1 —ch

©1) lim sin(1 — cht) _ -1 / sin(1 — cht)

t—=0+  tsht 2 oy  tsht
sin(1 — cht) ’ 1 /+°° sin(1 — cht)

T dt converge.

Foo \/z_fsm &

)Vt > 2 = Il
)Vt 2 t% o In(1+1)

dt converge.

D’ou dt converge.

dt converge.

)Vt >1:0< dt converge.

< ==
tsht 12 tsht

T gin(1 — cht
D’ou / Sm(—c)dt converge.
04t tsht

Exercice 3.9.
Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

o /+°° t2 + o /+°° sint gt
- tz & 1+ chtvInt
/ > sint gt o t°  cost gt
o+ Vsht ) 0+ Vet—1
T In(ch t) too /o 9
6/ ——=dt. @/ — — Arctgt® | dt.
0+ sht 0 2
Foo Arctg3t too Arctg®t
(7] / ———— In(cht)dt. (3) / ———dt
0+ 0+ t ln(cht)
+o0 e—t “+ oo
(9] / —_—dt. (10) / —_—
o+ /In(1+1) 1+ Vitt—1

Solution]

24+8 9 oo g2 48
i = / i 5t diverge.
1

O hmt-Du—p=3 Lot

sint sin 1 2 int
O1) lim vt—1 = :>/ Y
51+ chtvInt chl 1+ chtVInt

dt converge (criterre de Abel-Dirichlet).

dt converge.

+oo t
2 R
) /2 chtv1In

, . [T sint
D’ou ————dt converge.
1

+ ch tv Int

sint L gint
®1) lim \/_ =0= / dt converge.
) =0+  4/sht o+ Vsht 8




“+oo
2) /

/ T gint i@t
converge.
0+ vV Sh t g

t ! t
®1) lim V¢ oSt 1o / L converge.

et — + Vet —1
too st
2 dt converge (critere de Abel-Dirichlet).
Dob / T cost gt
ou converge.
o+ Vvel—1 .
In(cht
@1 lim = ff;t) =0= / n(c )dt converge.
t—0+ oy sint
Gt -+ €_t t_—t t_1 3
2)Vt >1:1In(cht) =1In <tetsht==— >t > L

=Vi>1:0<

In(cht) _ 12 N /+°° In(cht)
1

dt converge.

sht 12 s
2 In(cht
D’ou / Mdt converge.
0+ sht
Arctg &
® lim #* (— — Arctgt ) = lim ! lg L2
t——4o00 2 t——4o00

+o0 T r
= / <§ — Arctat2> dt converge.

Arctg®t ' Arctg®t
0 1) lim 8 In(cht) =0 = / 8 In(ch t)dt converge.
t—0+ 3 0+ 3

2 —t
2)Vt > 1:In(cht) = In <e ze ) <t

Arctg®t 3

3 In(cht) < 52

oo Arctg? ¢
= / r(;gg In(cht)dt converge.
1

Vi>1:0<

loo
Arctg’ t
D’ou / r(;g In(chf)dt converge.
0

+
Arctg®t / Arctg®t
504 tIn(ch t) 4 tin(cht)
el et

01 li

dt converge.

2)‘v’t21:1n(cht):ln( )>t—ln2
Arctg®t i / oo Arctg® t

< =
tin(cht) — 8t(t —In2) 1 tln(cht)

oo Arctg®t
D’ou / AT converge.
o+ tln(cht)

=Vi>1:0<

o1 2 ot
®1) lim \/_—) =1 —/ l—dt converge.

=14 In(1+¢ n(l+1¢)
eft +o0 67t
DVE>2>0< — <e ' = / —————dt converge.
In(1+1¢) 2 In(1+1)

————dt converge.



+o0 et

D’ou dt converge.
0+ Vv In (

1 2 di
\/ =35 = f1+ iz converge.

1 oo
2) lim t2 =1 :>/ _—
)t_H‘OO vV tt—1 2 vV th—1

PIREN —+o00 d
D’ou [ 5% converge.

converge.

Exercice 3.10.
Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

Foo sin t2 +o0
0/ dt. @/ t cos tidt
0+ ln(l + t)Sht 1
tesu‘nt —+oo 11’1 t
(3) / 5 dt. (4] / 5 dt.
o+ Arctgt+t2ch”t Oi ch“t
oo /In (2 + 82 ~ dt
% sin tdt @ / —lt.
0+ et —1 1+ (ln t) n
“+ oo —2t sht ~+o0 t2 —t
(7] / dt. (8] / —d&t.
o+ In(1+ th /%) or t—eostte
+oo Int too
© / M -tehgy © / SNt —vig,
o+ In(14+ 1) 0+ Tt

'Solution]

sin ¢ 2 gint?
ODDlim ——m=1= ———(t .
) A T+ ) sht / In(l + t)she OTVOIES

sin t? - 1 N / +oo sin t? gt
—_— —_— P converge.
In(1+¢)sht| “sht ), In(l+{)sht 8

, o [T sint?
D’ou ——————dt converge.
or In(l+t)sht

sin t* 1 +°0 gin ¢
< == dt converge.
1 ¢

t3 t3
N 4 sint*| ™ 1 [T sin t4
D’ou tcost dt = + = dt converge.

Qv >2:0<

OVvVt>1:0<

4¢2

O1) i e 1= /1 tesmt dt converge
im = \% .
t—0+ Arctgt + t?cht 4 Arctgt +t2cht g

75esint e +oo tesint

< — =
Arctgt +t*cht — cht 1 Arctgt+t2cht

+o0 tesmt
D’ou / 5 dt converge.
oy Arctgt+t2cht

QVt>1:0< dt converge.

In® ¢ Ln®t
el lim tn2 :O:>/ n2 di converge.
ch™t o+ ch”t
t t3
2Q)Vt>1:cht>— > —
) ¢ >2>12

In®t 144 +oo 3¢
=>Vi>1:0< < — =
1 h? ¢

ch? ¢ 3 c
R / oo In? ¢
D’ou 5
0+ Ch t




In (2 +t2 V1 2 12)
® 1) lim Msint =Vn2= / n + smtdt converge.
t—0+ 6
In(2+1¢2) | 3!
)Vt > 2: —et sint Set—1<t_2

Heo \/1 (2+12)
= / n + —~—————~= sin tdt converge.
D’ too \/ln 2 + 12)
ou

0+ ¢!

®1) lim z* = lim e
z—04 w~>0+

—~—————=sin tdt converge.

xlna: -1

i L 2 dt
= tifln+ m =1= m converge.
e oo o sens
2) Vs > e*: (— <ef = / = / <—) ds converge.
lnt (Int)nt o \S

+oo
D’ou /lnt (n t)l — converge.
e~ 250 n(1 + th v/t) Int /1 e ?sht
=0=
In(

0@1) lim dt converge.

10+ 0 + In(1 4 th /%)
e 2tsht et Too o2t ght
2) Vit > = ————dt converge.
) ln(1+th \f)' In(1+th1) / In(1 + th v/2) s

o0 —2t
e “'sht
D’ou / —dt converge.
0

+ In(l+shV/7)

t2e~ ! 12—t
O lim —=0= / dt converge.
t—0+ t — ecost +c t — ecosl

2e-1 +oo 2ot
DQVt>1:0< —— <te” :> / —————dt converge.
t_ecost_|_€ t_ecost+

“+o00 t2 —t
D’ou / —tdt converge.
0r t—eStte

Int Y Int
®1) lim LR U N / P sty converge.
=0+ In(1+ V1) n(1+ 1)

Int 3!
Tsht et < 2

In(1+ V1) £

/+OO Int —sht
= —— e~ “''dt converge.
4 111(1 + \/E)

ta
Int
D’ol / — et converge.
0

1 ln(l + \/¥>

)Vt >4:0<

t !sint
®1) lim i Vi1 st e Vigt converge.
t—0+
sint Vi _\/ +eo sint Vi
2)Vt > 1: <e < :> dt converge.

“+oo
sin t
D’ou / e Vit converge.
0+ ot

Exercice 3.11.
Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :



+o° In(1 t too ]
0/ Me_tdt 9/ nvt
0

N tht
o /1_ sin t gt Foo s1nt gt
or t2y/1— 2 o+ tV1+t2
6 /+°° 1 — cost? gt ® too et gt
0+ t4 0+ vV AI‘Ctgt
teo sint 4 1= sint
@ / St vigy, ® / ot g
1= Int 1= In*t
@/ —dt. @/ —dt
o+ In(2 —1t) o+ (1—1)?

'Solution]

In(1 "ln(1
®1) lim vVi——~~ n(l + \/—) =1 <:>/ 1q(;\/g)e_tdt converge.
0+

t—=04 11tt tht
In(1+ \/—) et 3!
QVt>1:0< <
) - . tht th 1 t2th1
1
= / M — e 'dt converge.
: hi
+o0
D’ou / Me’tdt converge.
. tht
1 L > Inv/t
®1) lim nvi = — nvi dt converge.
o117 e

mvE Vi [P Iy

< =
. }2 1 e2—-1 ), ©#-1
> In
D’ou / 2—dt converge.
1

QVE>2:0<

dt converge.

sint 2 sint
®1) lim Vi =1= / ————dt converge.
=0+ t%\/l y o t2/T — £2 g
sint sin 1 1= sint
2) lim v1 — ————dt converge.
)t—)l— %/1_t2 \/_ % /1__ g
D’oi /1_ sint gt
ou ——————dt converge.
o+ t2y/1— 12 )
sint sint
011 n =1= AP g converge.

0% tV/1+ 282 o+ tV1 4 t2

)Vt > 1 ’ sint <1:>/+°° sin ¢ gt
e — ———dt converge.
I P2V ) B 1 W1+ 2 s
Dot /+°° sint it
ou ————dt converge.
o+ tV1+t2 &
1 —cost® 1 11 — cost?
Q1) lim —=-= / ————dt converge.
t—0+ ¢4 2 ot
1 —cost? 2 T ] — cost?
2)‘v’t21:0§&§—:>/ &dtconverge.
¢4 ¢4 . Iz
+oo 1— t2
D’ou / L converge.
t4
0+



—t

1 —t
e e
®1) li l——o=1= ————— tt converge.
) {50+ \/_\/Arctg /0+ VArctgt 8
-t e—t +oo €_t

)Vt > 1;0 < = ———dt converge.

)Vt 2 \/Aretg / VAretgt g

“+o00
D’ou ———dt converge.
o+ VArctgt g ,
int int
01)1 m Bt Vi / O Vi converge.
504 In(1+¢) In(1+1¢)

] |
Nt > |t v <e—ﬁ§%

(L + 1) =
t
= / 1 sin _‘/Zdt converge.
Il

t
D’ou / L _‘/dt converge.
5 In(1+1)

sint 7 sint
(8] 1) tl—l)IOr:- m =—-1= / mdt converge.
sint

2) tl_1>r1n_ m =0= [ mdt converge.

- t
D’ou / st dt converge.
o4 In(l—17) )
Int 2 Int
®1) li t——-=0= —dt .
) \/_ln(Q ) /O L In(2 — ) COMVEEE
Int

= Int
Nlim—— = 1= [ — gt .
Ny / (2 —g) " COEe

1—

Int

D’ou / g converge.
0+ ln(2—t)

1
In*¢ 2 In't
D1) hm \/-n— 0= /2 (n—dt converge.
0+

= 7y G
111 t - In“t
2) tl_1>r1n_ m =0= /;‘ mdt converge.

o [Y In't
D’ou ——dt converge.
or (1-1)

Exercice 3.12.

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

+oo th2 ¢

+o0
1 e ViIn(sht)dt. 2 dt
/ n(sh) -
“+oo —sht 1 ~+ o0 —t o3 t
./ sin —dt. / c o
ln(l t

dt
+ \/_) o+ In(1+4t)Arctg Vit
ﬂ/_ tIn(tgt)dt @/+w sint —shiqy
. PR A .
costln(tg V. TmVITi
7 /+°° sint _ sint To° (1 — cos(sint)) sin tdt
t(1+ tint) Vi

i Int - In(1 — /1)
@ /0+ sin(mw+/t) dt. / ma—p &



Foo Arctgt

o+ +Vsht ln(l—l—\/_)d

'Solution]

t
1) / ¢Vt In(sht)dt converge, car pour tout ¢ > 0 :
0+
ht
In(sht) =1In <ST> +Int.
t
)Vt >1:0<e Viln(sht) < te vV < &= / eVt In(sht)dt converge.
+0o0o o
D’otl/ e ’In(sht)dt converge.
O»

th*¢ 2 th%¢
D lim Vi——— =1 = / ——————dt converge.
t=0+ 2, /In(1 +¢) o+ t24/In(1 + )

th? ¢ 1 oo th?t
2)Vt22:0<—<—2=>/ ————dt converge.
t2y/In(14+1¢t) t 2 t2y/In(1+41¢)

> th*t
D’ou / —————dt converge.
o+ t24/In(1+1)

t —sht 1 4 t —sht 1
) lim 6—Sin— =0 :>/ le—SiIl ;dt converge.
n

1504 In(1+ /1) t (14 V1)
te—sht 3!
DVt>4: | ———sin—| <tef < =
In(14++t) t t
+oo te™ sht 1
= ———— sin —dt converge.
/4 n(1+ Vi) ¢t .
+o00 te~ sht 1
D’ou / sin — dt converge.
0+ 111(]. + \/_)

. e~ Slnt
4D fi V2

In(1 + t) Arctg v/t B

= /2 e 'sint dt converge
\ .
In(1 +t) Arctg v/t s

e 'sint et
2)Vt >
In(1+ 1) Arctg Vit Arctg V2
oo e lsint
= dt converge.
+ t) Arctg Vit
t
D’ou / “sin dt converge.
o+ In(1+ t) Arctg v/t

2
5]1) lim In(tgt) _ . 1+tg?t

t—>0+ Int t—0+ Bt
t In(tg ?)
= lim VtcostIn(tgt) = lim cost(vtInt) neel g
t—0+ t—0+ Int
0+
= / costIn(tgt)dt converge.
1
In(tgt t
2) lim costln(tgt) = lim n(lg ) = lim =l =
t—5—

t—}%— @ t—)g— S]n2t



g_
= costIn(tgt)dt converge.

T _
2

D’ou = costIn(tgt)dt converge.
0+
sin t? 2 sint?
1) im ————e st =2 :>/ — 7"t converge.
@ x—>0+tln\/1—£—t +tlny/1+41 8
sint
NDVE>2: |————¢sht e St < et
)vE 2 ’tln V14t -
+o0 t2
= / 1 sml i e~ " dt converge.
n
+oo 2
t
D’ou = / sin e Mt converge.
0+ thl 1 + 5
sint sint
71 —— =1= ——  dt converge.
) —>0+t(1+t1 ) / 111 tmg) OVEE
sint +°° sint
2) vVt > 5 = ——dt .
) X ’ t(1+tInt) ’ / (11 gy COVEIES
o t
D’ou / Ldt converge :
o t(l+tlnt)
1-— int))sint int
8]1) tim ELZCOSEID)SNE g ossing) S Z g
z—0+ Vi3 z—0+ t
t))sint

= / (1~ cos{sin dt converge
verge.
0+ Vi3
DVE>1: ’ (1 — cos(sint)) sin¢ < 2 N /+°° (1 — cos(sint))sint
Ve e NE

1-— t))sint
D’ou / (1 = cos(sint)) sin dt converge.
0+

/

@ 1) lim O Int =0= /é ln—tdt converge
=0+ sin(m\/1) o+ sin(my/t) 8
2) lim In? = lim ; _ 2

=1 s1n(7r\/_) t=1= m\/tcos(mv/t) i

/1— nt
————dt converge.
1 sin(my/tt) s

Int
D’ol fo T et cor:;?rge. .
, In(1 — /1) . In(1—wt) ¢t
10(1) 1 t———- =1
) lim Vi =l
2 In(1 — 2
:}/2 n( \/_)
0

w

Nl

dt < +o0.

+ In(1—1)
-1
In(1 —+/t wi—vn 1 1 t
2) lim In(l = v#) _ lim 240D = iy +‘/_:1
t—>1— ln( t) t—1— T 2 t—1— \/E
“In(1 — V1)
17 —
Dot / Mchf< +00
ot In(l—1)

dt converge.



1] 1) Tim Arctgt . Arctgt | t Vit
1m 1 _—— =
50+ \/shtln(l +v2) =0+ ¢ shtln(1 + V1)

4

Arctgt dt converge
L VsttIn(1 4 V1) =
et—et -1 4
R 1:Vt ht = —
appel : Vt > 0s 5 > 5 > 18
Vi>4:0< Arctgt T 237

< <
Vshtln(l1++/t)  2v/sht t2

oo Arctgt
= / e dt converge.

\/Srln —i-\/g)

oo Arctgt

0+ \/ﬁln(l + \/1?)

Exercice 3.13.
Discuter, en fonction du nombre réel o > 0, la convergence des intégrales généralisées sui-

vantes :
L dt +oo dt
o / - o /
o+ ¢
—+oo to
@/ dt. / t% In tdt.
0 14t oi
Int * Int
) / 2. ® / 2o at.
oy to 1 to
too Int . I-  sint
Bt ety o / _ St
1+ \ (t - 1)a 0_1+_ t(— In t)a
1 sint - t
@/ dt Q —dt
0+ te 0+ \4/ t3(1 —_ t)

Solution]

D’ou

dt converge.

1
© Puisque lim t*—
t—0+

ta

t
:1,ona/ —converge < (0 < a < 1.
o+

. ol oo dt
® Puisque lim t“— =1,ona — converge < « > 1.
t—+oo (@ 1 ta

to 400 «
® lim t'"*—=1= / dt diverge pour tout av > 0.

1
(4] thm+ t*Int =0= / t* In tdt converge pour tout o > 0.
—0

a+1 hlt

O@Ho<a<l. hmt

1
Int

=0= / 2 converge.
ot 1

1' Int In2

) a> 1,9 €0, [ ——t >
Jaz LVEe ol 55 >3

"Int
= / Ldt diverge.

Int 1 +°°1
@l)0<a§1,Vt23:?—a>t—a:>/ —dtdlverge
1



at1lnt T Int
2)a > 1, lim g / ki converge.
t—o00 te 1 ta
o Int 1
@ 1) Puisque lim (¢t — 1)5_1L8_1 =—,ona
t—1+ (t — 1)a e
2
Int 1
———¢ “dtconverge & 0 < a < 4.
14+ \/ (t — 1)‘“
Int 3! +oo Int
DVE>2:10< ——el<tel < = = / ——— e 'dt converge.
=g AN (=T :

T Int
L VIE—10

®1) lim _smbt 0= / _smb dt converge.
t—=0+t t(—Int)0 o t(—1Int)e

D’ou e 'dt converge 0 < a < 4.

int
2) Puisque lim (1 —¢)° o =sinl,ona
t—1— t

(—Int)e
= sint
—————dt converge < o < 1.
1 t(— lnt)a
ot sint
D’ou ———dt converge < 0 <a < 1.
or t(—Int)®

. ) sint Usint
© Puisque lim t* '—— =1, 0n a/ ——dt converge < 0 < a < 2.
t—0+ te 0r

1
3 t 2 te
@ 1) Puisque lim ¢4 “———-— =1, 0n a/ ———(dt converge.
q t—0+ Ny t3( — t) 0+ v/ t3(1 — t) 8
te = te
2) Puisque lim v/1 —t———— =1, ona ————dt converge.
e 2 B —1) AT s

dt converge pour tout o > 0.

1
tOL
Dov [ ——
/0+ VB0

Exercice 3.14.

Discuter, en fonction du nombre réel o > 0, la convergence des intégrales généralisées sui-

vantes :
too 14t b Jvi—t
%dt (2] ——d
o VItto o+ Vi(t — o)
+oo o0 e—t
() / e ‘t>dt. 4 / —dt
1 o+ 1
6/2 dt ® +oo e t’ 4
oy t
o (cos?t— %) /0+ to(2 4 sin /1)
@ /—i—oo esint gt 1 1\ @
(8) In— | dt
o+ to <\/Z—|—ch2t> /0+(nt)
@/+°° dt 1- 71
() dt
3 t(lnt)(In(Int))= /0+ sin® ¢

'Solution]




O Puisque lim 3 '—— =1,0na
que im0 o
/ +t dt converge < o > 6
_— o .
o Vitie s
B0<a<l.
3/—1 — 3/— 1 /—
lim (t — «) @ _ #0= / dt diverge.
t50+ \/Z(t — a) Va \/—(

t—0+ t+ (t — 1)

a=1,1) lim \/%i = /2 \/_( )dt couverge.

3
2 /1 —
2) lim (1 —#)3 ——— dt converge.
t—1— t(t
1- 3
v1—t
D’ou ——  dt converge.
Vit —1)
Y1—t 1 SERVAS
a>1lmVi——m = -~ = ———dt converge.

=0+ Vit — ) @ Jos Vi(t —a)

3)!
8Vt21:0<e‘tt“<wz>

2 / e~ "t“dt converge pour tout o > 0.
1

-t 11—t
® 1) Puisque lim t‘ﬁet—a =1,0n a/ e—adt converge < 0 < a < 1.

—1 +oo —1
)Vt >1: O<t—<e :>/ —dtconverge

+oo —
D’ofl/ —dt converge < 0 < a < 1.
o+ 1

T a 1
@® Puisque lim <— — t) ————wa = L,ona
t—T \4 (coth — 5)

- dt
———va converge < 0 <a <1
0 (coszt — 5)

—¢2
1
® 1) Puisque lim to‘e—_ = —,ona
=0+ (2 4+sinVt) 2
1 e,t2
————dtconverge & 0<a<1
/0+ (2 + sin /%) &
et 1 oo et
2Vt21:0<—<—:>/ ————(dt converge.
) to(2 +sin/t)  t? 1 (24 sin Ve &
+00 et
D’ou ————dtconverge < 0 < o < 1.
/0'4_ to‘(2 + sin \/I_f) 5
6s.int
@ 1) Puisque lim t* =1,ona
) Puisque B e (Vt+ ch’t)
1 etint
dt cunverge < 0 < a < 1.
/0+ to (Vt 4 ch*t) y

esint e t—oo 6smt
DQVE>1:0< < = dt converge.
V= to (Vt+ch*t)  ch’t /1 to (vt + ch?t) &




+00 6tlnt
D’ofl/ dt cunverge < 0 < o < 1.
0

+ ot (\/_+Ch2 t)
O lim V¢ <1n > =0= / <ln > dt converge pour tout o > 0.

t—0t
+oo

Oa=1. = In(In(Int)) = +o0 diverge

+oo
/3 tlnt(ln(lnt)) 3
Hoo dt ~ (In(lnt))t~
047&1./06 tln+(1n(ln+1)°‘  l-a

1t

D1 Pulsque hm to‘ =e¢ % ona
sin® ¢

+o0
converge < a > 1.

3

2 e 11
/ ——dt converge < 0 < a < 1.
04 Sin

2 hm

) : 0= /
t—1— S]n

1-
e
D’ou / dt converge < 0 < a < 1.

0+ sin®t

Exercice 3.15.

Discuter, en fonction du nombre réel a > 0, la convergence des intégrales généralisées sui-

vantes :
“+oo e sht taesint
1 / dt / e
+OO ta 1 —t2 +°° SlIl t
—dLt. / dt
. / 2+ sint o+ t2e
to° Arctg(t — 1 oo 1
B / 8t —1) 4. 6 / sin - dt,
> In(1 4+ Arctgt
/ In (sin £2) dt. ( ot ) at
S

+oo 1 +00
@/ nt o—tdt / dt

+ (t - 1)a Oj_— lna(l -+ t).
* In (1 + to o
/ In (1 +¢%) / t ta[t]dt

o+ 1+t— 1

Solution|

—sht
=1,ona

€
1]1) Pui lim ¢¢
) Pasaue i 1

1 _—sht
/ o—dt converge < 0 < a < 1.
o4 sh¥t

e~ sht e t “+00 6—sht
DVE>1:0< — < = dt converge.
) shot ~ shot /1 sh® ¢ Ve

+o0o _—sht
D’ou / ———dt converge < 0 < o < 1.
0

+ sht
oesint t" 2e([a] + 3)!

2IVt>1:0< —— < 2e— <
- \/¥+Ch2t et t2



o0 o sint
dt converge.

o Vt+ch’t
tafl —¢2 2 |
V1521-0<—6<t°“le‘t<M
2 +sint t2
+oo a1 —t2
= dt converge.
/ 2+ sint &

,sin? ¢

120 =1,ona

. . 20—
1) Puisque tl_l}%}’_ t

! sin 3
S—dt converge < 0 <a <.
o+ U 2

1 t 1 20 sin? ¢
2 a> -Vt >1:0< sin” < — = ST converge.
2 t2o 120 1 120

sin? t 1 —cos2t ot /+°° cos 2t
2t .

1
2b) a = 5,‘71 >1:
+00 102
t
= / SH; dt diverge.
3

1 sin?t _ sin’t oo gin? ¢ .
200<a< =Vt>1: > = / dt diverge.
2 If2a t 1 t2a

dt comverge (critere de Abet-Dirichlet)

T gin? ¢

Finalement, / dt converge < 1 < a < 3.
t2a 2 2

0+
Arctg(t — 1 1
1) Puisque tlirlqr(t — 1)@—1% S ona

1
Arctg(t — 1
/%dtconverge S0<a<2
0+ (1)

Arctg(t — 1
2) Puisque lim tQQ&a) = Z’ on a
t—>+o00 (12 —1) 2

oo Arctg(t — 1 1
/ &a)dt converge < o > —.
1 (t2—-1) 2

oo Arctg(t — 1
D’ofl/ &Q)dt converge < 1 < a < 2.
o (1)

1 bl
(6] 1) vt €]0,1] : sint—a‘ <l= / sin t—adt converge.

1 +oo
2) Puisque lim ¢*sin— =1, ona / sin —dt converge < a > 1.
t—-+oo to 1 e

+oo
D’ou / sin —dt converge < a > 1.
ta
0+
Converge pour tout o > 0 car

sin t¢
te

Vt €]0,1] : In (sint®) = In ( ) + alnt.

In(1 + Arctgt)
sh“t

U In(1 + Arctgt)
/Cer sh™ ¢

=1,ona

. : a—1
1) Puisque 1t1_1}r(1)r3r 13

dt converge < 0 < a < 2.



In(1+ Arctgt)  Arctgt  2°7'7 (([2] +1)1)"

2)VE>1:0
Y (FYEE

T In(1
= / n(l + érctg t) dt converse.

1 sh™t

T In(1 4 Arctgt
D’oﬁ/ n(l + arc & )dt converse < 0 < a < 2.
0+ sh*¢
Int 1

[9]1) Puisque tl_i}ﬂ(t —1)> ! i _nl)ae_t = g.ona

S

nt  _,

/ ———e 'dt comverge < 0 < a < 2.
(t —1)e

Int T Int
DVE>2: 00— et > et < :>/ 2L e tat converge.
TG i—1)e

+o0 1

\ nt _

D’ou / e~ 'dt converge pour tout 0 < o < 2.
o (E=1)°

dt

1 +o00
lm ¢t = 4
e “’O;‘/+ I (

t—-+00 1+ t)
In (14t

1) Puisque lim 25’0‘*2M = —2, on arx
t—0+ 1+t—e¢t

1
In(1+t
/ Mdt converge o > 1.
1+t —e

diverge.

In (1 +t%)
1+t—¢t

T 0 (1 4+ t©
- n (144
1

I dt converge.
—e

t ([a] +3)!

DVt>1 <
Vi et —1—1 12

T In (1 + ¢~
D’ou / Mdt converge < « > 1.
oy 1+t—é

1) o = 1. Puisque pour tout entier n > 1 :

nE st [t 1 1 1
[]dt> []dtZ—Nn;l et N+oo = ,
1 k+7

t—[t]

+oo
I’intégrale généralisée / Tdt diverge.
1

et

t—[t 1 oot ¢
ta[ ] > o = —Hdt converge.
1

t—Mt]  t—1|t Tt ¢t
D)0<a<lVt>1: H> H=>/ t[]dtdlverge
1

Na>1Vt>1:

Exercice 3.16.
Discuter, en fonction deux nombres réels « > 0 et 3 > 0, la convergence des intégrales
généralisées suivantes :

1— dt —+oc0 1 —t
0/ - 9/ ldt
Oi taﬁ(12— t)ﬁ 0+ 1 + Bet
oo ¢B— oo (1 ) — &
@/ —_dt e/ (1) dt
1+ In“¢ 0+ tﬁ



+o0 Int 1= |t|*cost
@/ﬁ T dt (5/ ————;dt.
1+ O(E—1) ~1+ (V1 — )

+oo |t|a +oco e—\/E
o / ———dt. (8] / ——————dt.
—1400 (14 1)° at 1% (14 t?)
too  Arctgt oo G(1+a)t
(9] / ——dt. (10} / —dt.
o+ to(1++/t)P 0 et + Bet
'Solution]
@ Pui lim 42— = 1let lim (1—1t)" ! =1
uisque lim A1 e t;ﬂﬂf( R ,ona

1—
dt
——— converge < 0<a,f < 1.
/o+ e

+o0
ONF=0Vt>0:14+ae " >1= / (1 + ce™") dt diverge pour tout v > 0.
0

l4ae™ 14a o1+ et
< e ———dt converge pour tout o > 0.
1+ Bet 15} 0 1+ Bet

12
In* ¢

2)BA0VE>0:0<

® 1) Puisque lim (¢ — 1) =1,ona
t—14

3 1B—2
/ ——dt converge & 0<a<letf>0.
14 In%¢
th-
2000 < <1Vt >3:0< —

2 “+oo tﬂ—2
<t 2= —— dt converge pour tout o > 0.
In“¢ 3 In%t

182 +00 482
2b)>let0<a<1,Vt>3:— >—:/ o—dt diverge.
In"t = tlnt 5 In%t

+oo 1 8—2

En résumé / =

1+ In%t

(14+t)* —t°
tll

dt converge < 0 < o, B < 1.
® 1) Puisque lim t* =1,ona
t—0+

1
14+¢) —t®
/ %dtconverge Sa>0et0< <1
0

+ te

a (e} a 1 “ a—1 1

DVE>1:(1+)*—t*=t 1+¥ —-1) =t a+tR, 7 ) | avec
1 14+t)* —t¢
lim tR, (—) =0= lim tﬁ_‘”l% = .
t— 400 t t— 400 t8

400 1 )

Par conséquent / ( ;;, ) dt converge < 3 > a > 0.

1

+o00 1 1o — o

D’ofl/ %dt converge & 0 < a < B < 1.
0+

Int

——————=1,0na
At — 1)

: : _ a—1
® 1) Puisque t£r1n+<t 1)

2
Int
/ Ldtconverge S0<a<2etf>N0.
L (= 1)



Int Feo lt
2a) 0 < a+ B < 1. t£+moo totB tﬁ(tn— Ty = +o0o = / - dt diverge.

2b) a + 3 > 1. Posons p = 251 > 0, Alors,

Int
= —_ 1 ’Y— = N
y=a+f—pu>1let tl}inoot TP 0;
ce qui entraine que f2+°° tﬁ(?‘%)adt converge.
o Int
En résumé, / Ldt converge < 0 < a<2eta+ > 1.
o P(t—1)°
® Puisque
, s [t|*cost , s [t|*cost cos 1
| 1+t)z2—— =1 1+1)2 =
t—1>1%}i-( +t) (V1 —1t2)8 t—lgl—( +t) (+ /1 — t2)8 95
M |t|* cost
on a ———dtconverge < a>0et0 < [ < 2.
/—1+ (VI—1?)P
@ 1) Puisque tEeroo(l + )P a |+| nE =1,0ona
/0 4 dt Sa>0etl<f<1
————dt converge & « e :
i (L1 :
2) Puisque lim tﬁ_“ﬂ =1,ona
t—+o0 (1 —+ t)ﬁ

“+o0o | |a
dt converge < 6> 1+ a.
/0 1+1)° ge </

+o0 tle
D’ou / i dt diverge.

L @+ P
. . e Vi
® 1) Puisque tl_lgit m =1,ona

1 eVt 1
/ mdtCOﬂV@I‘ge <:>0<04<§et5>0.

Vit +00 Vit
2)Vt21:0<6—<e*[< :>/ 6—dtconverge.

2 (1 +t3)P 2o (1 +t3)P
+oo —Vt )
D Ou/0+ mdtconverge(:)() <a<gzetf>0.
Arctgt
® 1) Puisque lim *'— 8" 1 ona
t—0+ to(1+ \/{5)5

o Arctgt
/ Lgdtconverge S0<a<2etf>0.
0

Lot (1+ V)P

2) Puisque lim oty _Arctgt

_x
M Ve 2o ona

o Arctgt
/ tLgdt converge < o + é > 1.
1 «

(1+ ) 2



Doufwﬂdtconverge <:)O<a<26toz—|—§>1.

to 1+\(/) :
e 1+a)t et 1 1 +oo 1
oOVvt>0: > = et lim ——— =1 ——dt
et + fet = et + fet 14 Be—2t e 1 + [Be—2 /0 14 Be=2t

diverge pour tout v, 5 > 0.

Exercice 3.17.
Discuter, en fonction deux nombres réels « > 0 et 3 > 0, la convergence des intégrales
généralisées suivantes :

+o0 +o0
/ e * cos Btdt (2] / tP sin tdt
1
—+o0
(3] / (1) L
0+ sin® ¢4/ (1 — 2)? 24 (82 —4)*°
e—x/z 400 dt
(5] / —Bdt‘ ® / 55"
o+ t*+4 th” t 1+ 1= In” ¢t
3 1 +oo g Py
(7] / t* In 3—dt. (8] / dt.
0+ t 2 et
o /+°° In“t di o /2 dt
1+ G'Bt(t — 1) ) 0+ t> 11’15 %.

'Solution]

+oco
OVL>0:|e Y cosft| <e ™ = / e~ cos Btdt converge pour tout o, 5 > 0.

0
® En faisant le changement de variable s = ¢*, on obtient pour x €]1, 4-o00][:

(e}

v 1 [* 1
/ tﬁsinto‘dt:—/ s7 sin sds 01‘17:&—1.
1 @ Jy o

I)-1<~vy<O. f1+°° s7sin sds converge (critere de Abel-Dirichlet).
D’ou
+o0 z
/ P sint®dt = lim 2 sin tdt
1 r—r-+00 1

(e}

1 [* 1 [t
= lim — s7sin sds = — s7 sin sds.
r—+00 (¥ 1 (8% 1

2)y=0.lim, flx P sintdt = limg_, 40 é flxa sin sds
= _— lim, 4o (cosz® — cos 1) n’existe pas = f1+°° 9 sin t*dt diverge.

3)y > 0. Montrons que lim f1 s7 sin sds n’existe pas, Pour cola, raisonnons fl s7 sin sds
T—+400

pour z > 1,0na llI_il_l f(z) = ¢. Ainsi, il existe a > 1 tel que pour tout x > a : |f(x) — ¢ < 1.

Par conséquent pour tout u, v > a :

[f(x) = F)] < [f(w) =€ +[f(v) = €] <2

ce qui entraine que pour tout entier k > [a®] + 1 :
22‘]0(\0‘/—4-2/%)—f(f‘/——{—le) :/ s7 sin sds
6 T2k

5 T +2km

1
> —/ s7'ds E (z + 2]€7T>7
2 62]6# 6 6



Comme klim (% + 2/’@7?)7 = +o00, ce résultat est impossible. D’ou contradiction. L’intégrale
—+o00

généralisée f;roo t? sin t*dt est donc divergente.

® Puisque
1 1 1
lim ¢ = Tet lim (1-#)% -,
7T sinet (1—t2)° e sin® 4/ (1 — t2)° 22 ¢in® 1
- 1
ona/ dtconverge & 0 <a<letl<fp <2
0 sin® ¢y /(1 — 2)°
. . o 6—t 6_2
@ 1) Puisque lim;_ o, (t — 2) 5m = f&5.o0na
3 o1
/ ——  dt converge < af < 1.
2+ (12 — 4)”1)
- i #2081 _
2) Puisque tlg-noot . T 1l,ona

3 e—t 1
—— dt cotrerge — af > —.
/2+ (2 —4)* ¢ 2

+o0 —t

D’ofl/ e—ﬂdt converge < % <af < 1.
2+ (12 —4)°

® la) o > 3, Puisque

Vi Vi L o=
e e 5 Sla=
=0+t thPt =0+ pa—p 4 (tTht) 1

1 Vi
on a/ ——dtconverge < 0 < § < 1.
0

Lt 4 thPt
eVt eVt
1b) 8 > «. Puisque lim {*——— = lim
=0+ fo fthPt 50+ 1 4 6o (tTht)B

=1,
1 Vi
on a/ —Bdt converge < 0 < o < 1.

o+ t* + th”t

eVt 4! foo Vi
)Vt >1:0< — 5 < e Vi< 5 = / —5dt converge pour tout o, 5 > 0.
t® 4+ th”t 13 1 t 4+ th”t

En résumé, th” OJfo tj;tfﬁtdt converge < o > fet0<f<loul<a<letf> .
1
. . o ﬁ _
® 1) Puisque t£r1n+<t 1) e l,ona

3
dt
/ 7 converge < o> 0et0<f <1
1+tah'l t

2a) 0 < a < 1 et 8 > 0. En constatant que tlim ﬁl—;at = 400, il existe a > 3 tel que pour tout
—+00

Lt 5 .

t >« 57 > 1. Par conséquent pour tout ¢ > « :

1 B tl—oc -
telnt tin’t

1.
t?



dt

m diverge .

+oo
ce qui entraine que /
3

Tt Inz d
2b) a = 1. Puisque pour tout x > 3 : / —5, = / —S, ona
1 tin”t m3 57

2a) a > 1,Vt > 3:0< L 1:/%0 dt tout 5 > 0
a) & — converge pour tou .
alnﬂt te s tolnt gep

T de
Ea résumé, / 5, converge < « > let0< B < 1.
1+ teln”t

1 ! 1
@ lim t°In’ - =0= / t*In® =dt converge pour tout v, § > 0.
t—04 t t

+
t*In’t  t*8 ([ + B] +3)!
< <
et et 12
+oo par)pf
= / ; dt converge pour tout «, 5 > 0.
2

e
In“¢ 1
: - l-ao_ —
®t1—1>r12-(t D eftt—1) ef o
| Wt 1 (ja] +3)
vt§20<m<e—ﬁ<w

OVvVt>2:0<

“+o00 a
= / ﬂt )dt converge pour tout o , 8> 0.
e

D10 <a<letf>0.Puisque 11m s —L T = = 0, I'intégrale généralisée f02+ converge.

1
1 2 dt e g
2) a = 1. En constatant que pour x € ]0,5[:/36 tlnﬂ% = LQ S—;,ona

1
2 dt
ecaverge <> 0 > 1.
/ tlnﬁ 1 g p

3)a > let > 0. Puisque hm

— = 4oo,ilexiste 0 < a < 1 tel que pois tout
—0+ to— 11n + 2 q p

€]0, af: m > 1. Par conséquent pour tout O<t<a:

1 JE—
ten? %

111
ttx—llnﬁ% t’

—_

1 .
ce qui entraine que I’intégrale généralisée f02+ md# diverge.
t

Exercice 3.18.
Discuter, en fonction de I’entier n > 0, la convergence des intégrales généralisées suivantes :

L /sint™\" 2 —t
/ dt. ./ _dt
In t» 1+ (—t2 43t —2)
+oo —smtl t ~+ oo tn tn n
s il L g [ e,
0 In (et" —

(t—1)" + 1)




dt
5 |Calculer lim

z—1+ \/t(t —N(x—t)

+OO € sinz

7 | Calculer lim dt

z—0+ 1+t

1 ® 2

(9] Calculer lim — [ e =*dt.

z—0

+oo

Calculer lim e ' sin tdt.

x—0+

@Calculer lim efoi_ In(z+tgt)dt
x—0+

. g [' tint
Calculer lim x
z—0

o+ t? + x?
+o0 2
Calculer lim x> / e~ tdt.
x—0 0

1— i
Calculer nl—l>gloo or \/ﬁdt

'Solution]

sint™\" b /sint™\"
. im =0= dt converge pour tout n. > 0.
0+

t—0+ \ Int" In¢n
9 _
lim (t—1)" = 375 =1= S 3t 2)ndt diverge pour tout n > 0.
fsmtln t 7smt1n
31D hm —_ = e‘sml = —dt converge pour tout n > 0.
ST b (-1
sint | t Int +00 —sint ] t
2y n=1t>3: e >e 120 o / L diverge.
t—1 t 5 t—1
Slntl t +00 i Int
2b)yn > 1. hm t"‘lﬂ =0= / L converge.
400 —sintl t
En résumé, / ualt converge < n > 1.
(" — )" L))"
411) tli%}r ln(et"—l) =0= X mdt converge pour tout . > 0.
-t /+°° t—[t] .
2 =1vt>1: > ————dtd .
an > (e — 1) ; = (- D) verge
2b)yn > 1.
(" —[t")" 1 . 1
Vi>1:0< t lim t"—— =1
In(et” —1) ~ In(et" — 1) “ AN In (et" —1)

+OO A n
= / ﬁdt converge.
= (1~ [1r))"

En résumé, / —————dt converge < n > 1.
o+ In(e™—1)

Puisque Vx > 1: /

ozl [T
= Arcsin —

\/t—l T —t) 5

< 7.

T
a— < / <
N N 1)(9: —1)
s o1 o dt
D’ou lim =
=1+ Jip (= 1) (z —t)
@ Pour commencer, on constate que 1’intégrale généralisée foi_ In(tg t)dt converge. En effet,

14+




fj:jz = (O etpour tout s > 1:

0< In s :21n\/§< 3
1+s2 148  s2°

et cette derniere converge, car lim /s
s—0+

Ainsi, puisque pour tout x €]0, 1] :

us
27
In(xtgt n(tgt)dt
efO-‘r ( ) $2@f0+ ) ,

1_
on a lim,_,o, e’ Wm@tsndt — o
7 | Puisque pour tout z € 10, 1] :

t

+oo ——t_ siny ——t_ 400 ——t_
€ sinz € sinz € sinz

/ 2dt :/ 2dt+/ 2dt
o 141 0 1+t sinz 111

—+oo
2 si
<sinx—|—/ 1tn xdt—?)sm:c

+oo e—%
ona lim ——dt =0.
t—+oco [ 1+¢2

Puisque pour tout || €]0, 1[ et ¢ €]0, 1[: | #25| < =", on obtient que pour tout |z|;n]0, 1] :

1
tint
933/ 1 dt’ < |z|t(1 —Int)|
0

L2+ 22 lo+

= [z].

1
tint
Par conséquent lim z° / - dt = 0.
z—0 0+ t2 + 2

2
1 [ t2 v 2
[9]lim —/ t7=2dt =lim [ e ds =0.
0

z—0 0

Foo 2 2 +
:1:2/ e ldt = — e "t
0

00 +oo
=1= lim xQ/ et = 1.
0

0 x—0
“+o0o 1 +o0 1 +0o0
[11]|Va >t / e "sintdt = — —e 'sint| + = / e " cos tdt
0 xr 0 T Jo

+o0 +o0
1 1 b
=— e “ost - e " sin tdt
x 0 x? J
+o0o 1
=V >0: / e “tsintdt = .
0 1+ a2
+oo
D’ou lim e sintdt = 1.
r—0+ 0

En remarquant que pour tout 0 < ¢ <1:0 <

" 1
NV

I’intégrale généralisée dt converge pour tout entier n € N.

I =

Soit € > (0. D’une part, puisque
: = at = at
lim —_—

- o T — 1) -

._.
~
—~
—_
|
~
~—



il existe a € ]%, 1[tel que

<Z,
2’

-

= A = v

D’autre part, comme lim a" = 0, il existe n. € N* tel que pour tout entier n > n. :

%(/ Jl—t) 1'

Ainsi, pour tout entier n > n, :

dt

dt <

a tn 1—
_/o+s/7t(1—t)dt+/a Vit-1

n [ dt €
A= AR

[, 7=

1— o
D’ou lim =0.

n—-+oo \/17_15

@ Montrer que ’intégrale généralisée & Montrer que 'intégrale généralisée
+ooc +0o0
sint .
/ —d / t?sint'dt.
1 1
Est convergente. Est-elle absolument Est convergente. Est-elle absolument
convergente ? convergente ?

Exercice 3.19.

® Paradoxe du peintre
1) Calculer I’aire de

1
E:{(z,y)ERQ:le,Ogyg—}.
Xz

2) Calculer la surface latérale obtenue par la rotation autour de 1’axe Ox de la courbe d’équation
Yy = % avec r > 1.

3) Calculer le volume engendré par la rotation autour de I’axe Ox de la courbe d’équation y =
avec x > 1.

® Etudier la continuité de la fonction f : R — R définie par

400
flz) = :174/ et
0

® Soient a < b deux nombres réels et f :]a,b] — R une fonction continue telle que son intégrale

généralisée
b
| st
a+

8 |~



converge. Montrer que la fonction g : [a, b] — R définie par

sy /a+f(t)dt iz €]a, ]

0 siz=a

est continue.
® Soit f :]0, +oo[— R la fonction définie par

Int :
_ = si0<t<1
) { Int sit>1.

1) Montrer que les deux intégrales généralisées

/ Crate [ fo
0+ 1

divergent.
2) Calculer

lim / o

T——+00

et

lim / o

T—-+00

@ Soient f, g :]0, 1]— R les deux fonctions continues définies respectivement par

Z—x

f(yc):/_2 tg tdt

gt
et -
5
g(x) = / tg tdt.
—5+2z

1) Montrer que les deux intégrales généralisées

0 z-
/ tg tdt et / tg tdt
_£+ 0

2

divergent.
2) Calculer
lim f(z)et lim g(z).

z—07t x—04
® Soit f : R — R une fonction continue et périodique telle que son intégrale généralisée

—+00

ft)dt

converge. Montrer que f = 0.
® f : R — R une fonction continue et bornée. Montrer que pour tout z € R :

lim S/+00 Ldt =nf(z).

s—=0+  J_ o (v —1t)2+ s?



@ Soit a > 0.
1) Montrer que

T Int mlna
S adt=
0or af+t 2av

2) En déduire que

wl

7mlnao

/ In(atgt)dt = 5
0+

'Solution]

@ 1) D’apres le critere de Abel-Dirichlet, L’intégrale généralisée | 1+°° %dt converge.

2) Non. En effet, pour tout entier n > 2 :
n ke .
t
dt > / | sin |dt
(k—)r ¢

“+o00 nmw
/ dt > /
! ! k=2

—~ 2
int|dt = —.
>Zk7r/ 1)W|Sm| ;lm

sint

sint

+00
et Y. % = 400 (la série harmonique diverge).
k=1
cos t* 1 o cost?
OHVt>1: < — = / dt converge
12 2 1 12
+00 4 |too +o00 4
t 1 t
= / 2sintidt = — < - - / OB g converge.
dt |, 4/, 12
2) Non. Eu effet, raisonnons par 1’absurde et supposons qu’elle converge. Alors, pour tout entier
n>0:
+OO bkz ¢ 7T-l-2k7’l’ 1 n b
4 ‘4 2
/1 t*sint |dt>2/ e smtdt>§Z/a t2dt
1 2 aj, (b — ay)
> — a
2; g Zb3+akb2+abk+a2
1
Z >
24 x)3 T ki
+o00
ce qui est impossible car ) | 7= +00. D’ot contradiction
k=1

+oo
©1)A= / dt—1t| =

+oo
2) Sbutende = 27T/ w/ 1 —|— dt —+00.

oot
3)V—7r/ __ "
1

= T.

2 th
Paradoxe du peintre : Il est possible de peindre une surface infinie avec une quantité finie de



peinture !
@ Puisque f(0) = 0 et pour tout x € R* :

+oo
flz) = :174/ e dt = — e
0

In fonction est discontinue en 0 et continue ailleurs.
® La fonction g étant continue sur |a, b|, montrons qu’elle est aussi continue a droite en a. En effet,

soit € > (. Puisque
b b
Jim / F(t)dt = / sty

il existe un nombre 0 < § < ”‘Ta tel que pourtout) < x —a < 9J:

+oo

0

b s [ bf(t)dt' <=

/f dt—/f dt‘<€

1
= = / t_zdt diverge.
0+

ce qui entraine |g(x) — g(a)| =

dt‘

@1a)\ﬁe}o,%[;—1?—f

+oo
Ib) lim Int =400 — / In tdt diverge.
1

t—+o00
x? 1 Int T
2a) Vo > 1: ft)dt = —dt + [ Intdt=0= hIJP f
1 1 T—>+00
3 3 2
2b)Va > 1: f(t)dt f dt+/ ft)dt = / Intdt > (2° — z) Inz

] SIS

2

= lim f(t)dt = +o0

T—00 1

2

0
(7)) / tgtdt = — In cos 15|(1Lr = —00,
,%4, 2
i tgtdt = — lncosﬂag = +00.
0
2) mllf& f(z) =0et wlir& g(x) =1n2.
® Pour cela, raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe § > 0 pour lequel f(a) # 0.1l
découle de la continuité de f, I’existence d’un nombre 6 > 0 tel que pour tout x € [a,a + ] :
f(z)f(a) > 0;ce qu1 entraine, entre autres, que | ato f(t)dt # 0. D’autre part, puisque ’intégrale
généralisée fo f(t)dt converge et

400 a+nT
f(t)dt = lim f(®)dt = lim n/ f(t)

a n—-+00 n——+o0o

ou 7" > 0 est une période de la fonction f, on doit obligatoirement avoir fo t)dt = 0.1l en
résulte immédiatement que f oo f( )dt = (0 et que pour tout entier n > 1 :

a+0+nT a+6+nT
/ f(t)dt = f )dt + / f(t)dt

a

/fdt+n/fdt/f



Par conséquent
400 s+o+nT

a+d
0= [  ft)dt= lim F(t)dt = / F(#)dt £ 0.

a a—+00 a

D’ou contradiction.
® Soit x € R fixé. Pour commencer, remarquons que puisque pour toutt € Rets > 0 :

Ms
(x —t)2+ s2

S

mf(t)‘ <

avec M = 1+ sup{|f(¢)| : t € R, I'intégrale généraliser fj;o = e/ (t)dt est absolument
convergente quel que soit s > 0.
Sait ¢ > 0. Il découle de la continuité de f, qu’il existe un nombre o > 0 tel que pour tout

[t —x| <a:|f(t) — f(x)| < 5. De plus, comme SlirglJr Arctg% = 7, il existe un nombre § > 0 tel

que pour tout 0 < s§5:0<§—Aretg% < SLM.

1 +00 s
0 S ; /_oo mf(t)dt - f(x)

1 +oo s

[ a0 - s
1 +o00 3

<o | a0 -sela
2M [T s 1 [rte s

= o (z—1)2 Ly ;/x_a mh‘(ﬂ — f(x)|dt
% +oo s

——dt
7 Jora G174

< 4M <7r Arct a) n € /”a S gt
- o \2 & 27 Joio (=124 82

g [T s

<ty dt =¢
2 21 ) o (z—t)2+s2

Par conséquent lim s /+OO Ldt =nf(x).
a0+ J_ oo (r—1)2+s?

@ Puisque fOJfO 11152 dt =0,ona

T Int 1 [T 1
/ L Zdt:—/ 2 s
or a*+t a Jor. 1+
lna/+°° ds 1/+°° Ins mlna
= + — ds = .
a Joo 1+ oy 1452 2a

2) En effectuant le changement de variable ¢ = Arctg>, on obtient

77 ! l
/ In(atgt)dt = a/ %ds T
04 0 Qa°+s 2

Exercice 3.20.
En utilisant la fonction gamma I', calculer les intégrales suivantes :



“+oo e—t —+oo 2
o —=dt 2] / e " dt
0+ \/z 0

1 1— 1 x—1
8/ InT'(t)dt 9/ <ln —) dt,x > 0
0+ 0+ t

400

(5) Vit —1le tdt

Solution]
1 1 1 T

Pui MP(z)=r(=)r(1-=)= =
@ Puisque <2> (2> ( 2) ST T,
+ooe—t 1 \/_
ann —dt=T1=| =+
fonr)- +
9\/7?:/ e—ds:2/ etht%/ e’tzdt:ﬁ.

0t Vs 0+ 0+
2

® Rappel :/ Insin tdt = 2/ Insintdt = —7In 2.
ot Lo+
Puisque/ 1nF(t)dt:/ InT’(1 —t)dt,on a
0+ 0
1 1 1—
2/ lnF(t)dt:/ lnF(t)dt+/ InT(1 — £)dt
0+ 0+ 0
1— 1— -
:/ (lnF(t)lnF(l—t))dt:/ In ——dt
0+ 0+ sin 7wt
1— L [
:1n7r—/ lnsinwtdt:lnﬂ——/ In sin sds
0+ T Jo+
=lnm+1In2=In27
ou encore

! In 2
/ InD(t)dt =
0

N 2

1— 1 z—1 “+o00
(4] / (ln —) dt = / s*le7%ds = [(x).
0+ t 0
1 1 1
® Puisque I'? <§> =T <§> r (1 — §> = siZg = m,ona

()orlee) ()4

Par conséquent, en faisant le changement de variable s =¢ — 1,

“+o0 3
Vi—le7ldt = ! Vse *ds = ') =

1 € Jo €

“+o00




Chapitre 4

Equations différentielles

Exercice 4.1.

® Pour z € R, résoudre

® Pour = €] — 1, 1], résoudre zy (z)— (1+z)y(z)+e® (1 + x?) =

y'(z) + y(x) = e*® + e® + 3sinx.

0.
® Pour = € R, résoudre @ Pour x € |3, +0o0|, résoudre
zy'(z) — 2y(z) = 2°, (z —3)y'(z) — 3y(z) =z +5.
® Pour = €| —7, 7|, résoudre ® Pour = € R, résoudre
Y (x) + 2tgxy(x) = sinx. Y () + thzy(x) = sha.

® Pour = €]0, 7{, résoudre

oP > >, résoud
our r €] [, résoudre (x cos )y (z) + (cos T +

272

’ _ 1
Y (iL‘) + tg wy(w) ~ cosz’ x sin w)y(ac) =1.
® Pour = € R, résoudre @ Pour x €| 1, 400, résoudre
(1—2%)y'(z) — 2zy(z) = =*. Y (z) — ;y(@) = 70—
Solution|
o — T 2\ Lz
y(z) = ce™™ + § (3¢ + 2¢** — 9cosx + Isinz). y(v) = cve + (1 —a%)e
® y(z) = ca’® + 2. ® y(z) = c(x — 3)* — £(7+ 3x)
® y(r) = cos’x + cos T ®y(z) = = + 4
O y(x) =ccosx +sinz O y(r) = =% 4 502
_ _c x3 O y(x) -
Oy(@) =7 + sy cr+2z(vVr — 1—In(1++/x — 1)).
Exercice 4.2.
® Pour x €]0, 1], résoudre ® Pour x €]1, +oo[ résoudre
y'(x) — Jy(z) =1+ V1 -2 y'(z) — Jy(@) = 5z
® Pour x €]1, + 00|, résoudre @ Pour x €]0, 1], résoudre
Y (x) + py(x) =1+ 4. o' (x) — y(r) = =
® Pour = €]0, 1], résoudre ® Pour = € R, résoudre

z(1 - z)y'(z) + y(z) = = y'(z) + y(x) = «°.



@ Pour z € R, résoudre
zy'(x) —y(x) = zlnex.
® Pour x € R*, résoudre

zy'(z) — (z+1)y(z) = 22/1 + e=.

® Pour x €]e™ !, +oo[, résoudre
(1+Inz)y' (z) + 2y(z) = 2+ Inw.
® Pour x € R*, résoudre

y'(z) — 2y(z) = Arctgz + Inz.

Solution|

0 y(x
0 y(r)=cr— =
Oy(r)=1=+z

xT

®y(x) =ce® -6+ 6z — 32 + 3.
o y(x ca:+xlnx
@yl’ _1+Tnx+x

() =
(z)
()
() :
(5) y(x) —¢c (1__;5) + 1+(1—xiln(1—x).
()
() =
()
()
)

Exercice 4.3.

@ Pour x € | — 1 4 oo|, résoudre

y(z) +y'(z) = z(2y(z) — ' ().

® Résoudre pour y(1) = 3,
zy(z)y' (z) = y*(z) — 2%

® Résoudre pour y(0) = 1,
2y(z)y'(z) = y*(z) + 2shz.
@ Sont o > 0. Résoudre pour
ry'(z) = 2 + (1 4+ a)y*(z).
© Résoudre pour y(1) = 1,

Y@y (@) - y*@) ==

® Résoudre pour y(1) =1,

1 1
y(@)y' (=) + —y*(z) = —.
T 2z
@ Résoudre pour y(1) =1,
2y(2)y'(x) — Ly*(x) = Ine.
® Résoudre pour y(1) = 2,
2zy(z)y’'(z) — 3y*(z) + z* = 0
® Résoudre pour y(0) = 2,
14 13(2) — (2 — Dy(a)y'(z) = 0.

{© Résoudre pour y(1) =1,
v @)y (@) + Ly (@) = &

Solution|

2

0y(x) = cﬁ.

® Poser z = y?)
y(r) =2v9 —2Inz, 0<xz<es.
@ Poser z = 1?)

y(x) =+/chz + ze®, x € R.
@ (Poser z = 1?)
(I ta)z2o_1
o) = T
© (Poser z = 1°)

y(z) = V4da? — 322, 1 > 3.

® (Poser z = y?) y(z) = \/E, x> 0.
O (Poser z = y?)

y(x) = —x(i;;n m>,x > 0.

® (Poser z = 1?)

y(z) =av3e+ 1,2 > —3.

® (Poser z = 1?)

y(x):w/41+z,—1<a:<—.

10} (Poser z = y 3)

y(z) = =l o > L.




Exercice 4.4.

® Résoudre pour y(0) = 1,
® Résoudre pour y(1) =1, y(z)y () +
@)y (z) — y*(z) = 2 In.
Y x (1 —2\/x? + yz(w)> =0.

® Résoudre pour y(1) =1, @ Résoudre pour y(1) =1,

Y (z)ve —y(z) + (z — 4y(x)

2/x)+\/y(z) = 0. y'(@) = —— +=/y(@).
® Résoudre pour y(1) = 1et

® Résoudre pour y(0) = 7 et

y¥'(0) =0, (v (x))* =y (z) + x. y'(1) =0,

z?y"(x) — zy'(x) = z3e®.
® Résoudre pour y(1) = 1et

3

@ Résoudre pour y(1) = 1et y'(1) =0,
y'(1) =1, zy"(z) — y'(x) = Inz. (2 4+ 1) y"(z) — 22y’ (x) =
(2 +1)°.
® Pour x € R, résoudre @ Poura € K3, resoudrle VT
n+/x
zy”(z) — y'(z) = 22° Arctgz. zy"(x) —y'(x) =1+ .
x

Solution|

® (Poser z = y*) ® (Poser z(x) = 22 + y*(x))
y(z) =2/ 1+2In*2,2 > 0. y(r) =vat+22+ 1,z €R

O (Poser y = 2°)
1

_ .2 _ 2
® (Poser y = z°) y(x) = 2%,z > 0. y(x):%(2+lnx)2,x>e—2.

5 , ® (Poser z = 1/)
y@) =3 (r—t1+40)8) o> -k y) = (e Der - sP + B a e R,
@ (Poser z = 7/) O (Poser z = 1/)
y(r) =2 —xlnx, x> 0. y(:l?):xff—%g—i—z—;—ij}—g,xeR.
© (Poser z = y) y(x) = c12® + ¢y — © (Poser 2 = ')
223+ (%—i—%%—i) Arctgz?. y(r) =z’ + e —x — 1“;“” —
Exercice 4.5.
Résoudre
0y’ (z) — 4y(z) = 4e %=, 0y’ (x) + y(xr) = sinx.
(3] 4]
y'(x) — 2y’ (x) + y(x) = 2?2 —sinxz. y”"(x) —6y’'(z) + 5y(x) = €°* + cosx
(5] (6]

y"(x) -8y’ (x)+16y(x) = e**+cosz. y"(x)+2y'(z)+4y(x) = xe®+cos x.
7 y"(:l:) + 2y,($) + 5’y(:12) = @y//(w) _ 2y/(w) + y(w) — re®.

2chax 4+ 4sh x.
Qy'(z) — 4y'(z) + 3y(z) = D y"(z) — 4y'(z) + 5y(z) =
x%e® 4+ sinx + xe®* cos x. x? + 23 + e**sin x.

Solution|




+ coe % — xe~ 22,

ClcosZL‘+CQSlHZL‘—§COSI

c1e® + cowe® + 12 + 41+ 6 — “E.

ci€” +c e’ + xe5””—|—26(2cosx—35mm).

O y(z) = c1e™ + cpre™ + & 4x+2—ég(15cosx—8sin$)

(x)
(x) =
(z) =
(z) =
(x)
@ygxg:cle_l’cosfx—i-cze sm\/_x—496 + ze” +13(3608x+281nx).
(z) =
(z) =
(z)

O y(r) = cre " cos 2z + cze s1n2x+8(chx+5shx)

O y(r) = cie” —1—029[:6 + e,

O y(z) = c1€” + c2€*" — & (3 + 3a% + 22°) + C‘ﬁ)m (2 — Bae®) + SBE (1 4 5e*),
O y(z) = c1e** cos T + ce** sinx — “2362xcosa:+@(254+530x+425m + 12523).

Exercice 4.6.

O Pour x €]0, 7|, résoudre ® Pour z €] — 7, 5[ résoudre
”(l‘) + y(w) - _51n:1: ”(w) + 4y($) ~ cosz’
® Pour = €] — 7, 7[, résoudre @ Résoudre
y"(x) — 2y (z) + 2y(x) = _5—. y"(x) — 2y’ (x) + y(x) = e® + sin’ z.
® Résoudre . ;
y"(z) — 5y’ (x) + 6y(x) ® Soit w > 0. Résoudre

y"(x) + w?y'(z) = 0.

. , ® Soit a € R. Résoudre
@IISOItw >2 0. Résoudre y/l(w) + ay/(w) + (a _ 1)y(w)
y’(x) + w?y(x) = coswz.

= (2 + 17x —I—w2) e®

= sin(a — 2)z.
® Résoudre

4 144 / J—
y"(x) + 9y(x) = cos 3z + sin 3. {© Résoudre y"”(x) + y'(x) = 3 cosx.

'Solution]

O y(x) =cicosx + cosinx + xcosw —sinx In(sin ).

sm230 COS T
O y(z) = ¢ cos 2z + cosin 2x + cos T + ln(HsiM).

cos T )
1+sinx

O y(z) = c1€” + cre® + % e + 3 + 5(3cos 2z 4 4sin 22).
® y(x) = c16® + 6™ + (—10+7x+7> e,

(
(
® y(x) = cre” cosx + ce”sinx — ¥ — e” smxln(
(
(
(

®y(x)=cre " +cy
@ 9.57 y(x) = ¢1 coswx + o sinwx + = sinwx
Ol)a#2

(@ —1) = (a—2)?)sin(a — 2)x — a(a — 2) cos(a — 2)91;.

z) = 17T 4 e 2
y(x) T + ((a—=1) = (@ —2)?)" + a?(a — 2)?

—x

2) a =2.y(x) = cre™™ + coze
© y(x) = c; cos 3z + ¢y 8in 3 — ¢ cos 3r + § sin 3.
® y(z) =cre™" + o + 2(sinz — cos z).

Exercice 4.7.



® Résoudre ® Pour « € R}, résoudre
*y"(x) + zy'(z) = Inz. y'(z) — 19 () = 52
® Pour z € R’ , résoudre @ Résoudre 1
2y’ (z) + zy'(z) — y(z) = 4. y'(z) + _y'(x) — Zy(x) =Inz.
® Soit a € R. Résoudre
y'(z) +2(1 + )y’ (z) + y(x) =

@ Soit o € R Résoudre
Y’ (x)+2ay (x) +y(r) = e +e 2.

x + 22 + x3.
@ Soient o, w € R. Résoudre ® Soient o, w € R Résoudre
y"(x) + a®y(z) = 3sinwx. v’ (x) + 2y’ (x) + ay(x) = coswz.
@ Résoudre
® Pour = € R*, Résoudre
14+ x3)y"(x 2xy’ (x) + 2y(x) =
2y"(@) — /() + (1 - )y(a) =0. {108 (@) = 2ev(@) 4 2u(@)

'Solution]

Indz
6

O (Poser z = ) y(x) = ¢4

il?2
® (Poser z = ) y(z) = 1z + ¢, — 2 + (1+2 ) Arctg x.
® y(r) =2+ cpr — 4.
O y(r) ==+ cow + 2¥(~4+3Inc)
@1)af>1leta 2

yx > 0.

T —2z
z) = ¢, el-etva?=T)e + e e Q_V“2_1>$+ ¢ ¢ :
y(@) = 21+a)  5—4a
Da=1y(x)= "+ cowe” T e
3)@:?L y(z ) cre”3 + coe” 2m+2€x— gxe*h.
4)la] <1

T —2z

y(r) =e <01 cos V1 —a?xr + cpsinv1 — oﬂx) + ‘ + ‘ .
2(1+a) 5—4a

5)a=—1y(x) =cie” + coxe® + m; x
®la< —-20ua>0.
y(:[;) — 016(7(14’&)4’ a(a+2))x + 026(*(14*04)7\/04(&4»2)):0
—2(10 + 53a + 68a” + 240”) + (15 + 44 + 240%) © — (5 + 6a)z® + 2°.

2) o = —2.y(x) = 1€ + cowe® + 32 4 23z + T2 + 2,
3) -2 < a<0.

y(xr) = e 0+ <01 cos \/—a(a + 2)x + cosin /—a(a + 2)95)
—2(10 + 53a + 68 + 24a3) + (15 + 44 + 24a*) x — (5 + 6a)z? + 23

4)a=0.(1) =cre®+ core™ — 20 + 15z — 522 + 22
01)a=w=0yx)=cz+c.
Da=0etw#0.y(r)=cx+c— %sinwx
3a#0et|w| # |a|ly(x )—clcos&x—i-cgsma$+ —— sinw.



4) o # 0 et |w| = |al.y(x) = ¢ cos ax + o sin axr — 2>z coswz.

2w
O@ha=w=0y)=ce*+c+i
2) a? + w? # 0. Posons

a — w? 2w

T) = cos wx + sin wx.
() (o — w?)® + 4w? (o — w?)? + 4w?

a) o < Ly(x) = crel"1HVImae o epel=imVi=a)z 4y,

b)a = ly(x) = cre™™ + coxe™™ + yo(x).

c)a > ly(r) =ce P cosva — 1z + e sinva — 1o + yo(x).
O y(x) =cre” + (2 + 1)e™™.
Oy(z) =cir+ e (22 — 1) + 2t + 322

Exercice 4.8.

@ Pour = € R, Résoudre ® Pour € Ry, résoudre
zy'(x) + 1+ x)y'(z) + y(x) = 1
L Qe @) v 2y (2) — Say/(@) — 5y(@) = .
® Pour x € R’ , résoudre x*y" () + @ Pour a ER}, résoudre

dzy'(z) + (2 —2?) y(z) = = + 1. z?y"(z) + zy'(z) —y(z) = 1+ 22
® Résoudre ® Résoudre

z%y" (x) — 6y(x) = x* In x. 1+ 2*)y"(z) —zy'(x) =1+ x>
@ Résoudre

z?y"(x) — 2zy’ () + 2y(x) = © Résoudre y”'(x) + 2y'(z) = h;—zw
x? In? x.

®© Pour x € |1, +oo| résoudre

(1 —2)y"(z) + zy'(z) — y(x) =
x? — 2x + 2.

@ Résoudre
z?y"(z) — zy'(x) — 3y(x) = Inz.

'Solution]

Oy(z)=ci(z+1)+ce”+ <.

0 y(z) =L + 1’ + 5.

® En faisant le changement de variable z(z) = zy(z), cette équation différentielle se transforme
en I’équation différentielle linéaire du second ordre z”(z) — z(x) = x + 1. D’ou

C1 z Cy _x 1 1
y(x) = —e —i—;e —(—+—).

r a2

Gy(x):clx—i—%—l—l;%.
@y(a:):cle—ir;—%—l——z é” (1“7”3—%),:6>0.
® (Poser z = 7/)

1
y(z) = c; (g\/aﬂ +1+ §ln (x—i— Va2 + 1))
1
+cz+g\/x2+1ln <x+\/:1c2—|—1> +Zln2 (:Jc—l—\/a:Q—i—l) —

l’4
4.

@ y(z) = 1w+ cpa® — 2? I’ o + 202 Ina + Z oz, 2 > 0.



O Poser z =y ) y(x) =c1lnx + o + lng"”,m > 0.
O y(x) = c1w + coe® + 22

Dy(zr) =<9 +ca® — 24+ 2,

Exercice 4.9.

x> 0.

O Résoudre

z?y" (z) — dzy'(x) + 6y(z) =

(x — 1)3 sachant que I’équation
homogene assolée posséder doux
solutions qui sont de la forme

y(z) = z* avec k € N.

® Soient I un intervalle contention 0
et p.q : f — R deux fonction
continues Montrer que I’équation
différentielle.

y'(z) + p(x)y'(z) + q(z)y(x) =
n’admet par simultanément x et =2
pour solution.

® Soit f : R — R la fonction définie

too m3n
par: f(z) = Z_:OW
1) Vérifier que f est solution de
I’équation différentielle

o

y'(z) + v (z) + y(z) = €”.

2) En déduire la somme de la série

@ Trouver la fonction

f 3]0, +oo[— R de classe C* qui ne

s’annule pas sauf pour x = 1 et qui
. ® _ (=)

vérifie : / ft)dt = .

1

xr

® Résoudre

z?y”(z) — dzy'(z) + 6y(z) =

(z — 1)® sachant que y(z) = ;7 est
une solution de I’équation homogene
assolée.

@ Soit w > 0. Trouver toutes les
fonctions f : R — R* de sorte que la
fonction g : R — R* définie par
g(x) = e“* f(x) soit solution de
I’équation différentielle :

y" (@) + wy'(z) — %2 = 0.

® Un corps de masse m tombe
verticalement d’une certaine altitude.
Sa vitesse initiale est nulle. De plus, on
suppose que la résistance de I’air est
proportionnelle au carré de sa vitesse.
1) Etablir I’équation du mouvement et
la résoudre.

2) Déterminer la vitesse limite que
peut atteindre ce corps.

® Soient ., 3 > 0. Résoudre pour
f(0) =1etg(0) = 0.

f'(x) + f(z) = ag(z)

g'(z) + g(x) = Bf(x)

Solution|

0 y(z) =12’ + a® + 2?3+ z)Inz + 3 — L.
O y(r) =125 + otz + 15 (5+ 20 +27).

® En effet, cas deux fonctions z et x* sont linéairement indépendantes et leur wronskien s’annule
au point z = 0.

® f(zx) = cre” " + e + 5.
® [1.85) Notons pour commencer que le rayons de convergence R de cette série entiere est +00
(critere de d’ Alembert).

1) Puisque pour tout z € R et tout entier p > 1 :

p x3n—2 p :L.3n—1 p x3n 3p "
D IR DYy Dycry A By



on obtient, par passage a la limite, que

) / fo 3n—2 T 3l RIECET)
Fia)+ f@) + f(z) :Z:l (3n — 2)! +z_:1 (3n —1)! +; (3n)!

“+o00
Z x" .
= —' = € s
n:
n=0

2) La fonction f étant I’'unique solution I’équation différentielle y”(z) + ' (z) + y(x) = €* qui
satisfait les deux conditions initiales y(0) = 1 et ¢’(0) = 0, on a

+0o0
C(Z3n 2 e

= V3
f(l’) :nzzow = 56 QCOSTSE’—F?.
Par conséquent, pour z = 1,
i 1 = 2 coS \/§ + ¢
<(3n)! 3y 2 3
® 1a) Equation du mouvement : my” (z) = mg — o (i (z))* avec y(0) = ¢/(0) = 0 oll o est une
constante positive.
1b) En faisant le changement de variable z = 7/, la solution de cette équation

y(zr) = U™ (Ch,/g—gm> ,x > 0.
o m
V o V' m

et que la fonction th est strictement croissante, la vitesse limite que peut atteindre ce corps est

2) Puisque pour tout z > 0 :

lim ¢'(z) = g

T——400 o

@ En dérivant les membres de cette égalité par rapport a x on obtient que la fonction cherchée f
est ’'unique solution de 1’équation différentielle

qui satisfait la condition initiale f(1) = 0. Par conséquent f(x) = x2_3\/5.
® Pour tout z € R,

Fla) = e (/o) et gla) = e sh(/af).

Exercice 4.10.
Résoudre les équations de Bernoulli suivantes :



o$0 = O,yo =1let
Y'(v) = zy*(a).
® ) =0,y0 = —%et
y(z)y'(z) — y*(z) = z°y°(z).
6(130 = 1,y0 =1let
2zy’(z) + y(z) + 32°y*(z) = 0.

@a,6>0,m0:0,y0: %et

y'(z) = ay(z) — By*(z).
@.’130 = 1,y0 = 2et

y'(z) — 2y(z) = 57y (2).

giBO = O,yo =1let
Y (x) + y(@) = y? (o).
9&30 = 1,’y0 =1let
v'(z) + ;y(@) = —y*(z) nz.
®a>0,r0 =0,y = 5 et
Y (x) — 2ay(z) = —2y°(z).
@wo = 1,y0 =2et
Y (z) — Jy(@) + =y (x) = 0.
@wo = 1,y0 =1let
Y () — 5;y(z) = ¥*(2).

Solution|

0y(x) = @, x| < /3.
®y(r) =555 0€R
@ y(r)=5,2>0

0 y(r) miﬂr)w"f €R

© y(1) = soitigar ¥ €

}0, Arccos (cos 1-— %) [

Exercice 4.11.

Résoudre les équations de Bernoulli suivantes :

1]z =0,y0 = ﬁet
y'(z) — () cosz = y*(x) cos x.
:no =0,yo=1et

y'(z) + zy(z) = vy (x).
wo =0,yo=1et

Y (z) —y(z) = 5"y (2).
(7]20 =1,y0 = 2et
zy’(z)y' (z) — y*(x) = y**(x).
@mo =0,y =2et
(1+2?) y'(z) = 2zy(z) (y*(z) — 1).
wo =0,y =2et

Y'(x) — 4y(z) = —2¢%(x).
a:o =1,y =1et

Y (z) — cy(z) = —Vy2().

Oyx)=1zecR
Qy(x):m,x>0.
@y(x):%,xel&.
@y(x):#jm,x>0.

Oy(x) = %w €10,v2].

930 = 2:Y0 = \/%et
y' () + y(x) sinx = —y3(x) sinx.
wo = 1,y0 = 2et

y'(z) — zy(z) = Yy (2).
@ZCO = ]_,y() =2et

Y (z) — cy(x) = z'y*(x).
w() = ]_,yo = \/iet
Y (z) — zy(x) = V1 +23y3(z).
3','0 = O,yo =2et
y/(w) - 1-|];zy(m) = 1_:w2y2(m)‘

[12]zg =1,y = %et
Y (z) — y(z) = — /22y ().

Solution

[y) = 5w e -5 L
3ly(z) =1,z € R.

15]y(z) = =< -5l

cos T

2]y(x) :\/eiTWJ?E}% [
y(a:) zljﬁ,xe}%,e[ )

[6]y(x) = g2 € |0,

)
|
=5
il



8
[7]y(@) = v Il < 43

_ 2 2
19]y(x) = m,lx! <y L

[11]y(e) = =0 > -2

3
y(x)z%(B—W) ;x> 0ou

y(zr) = (3 B WY

S Iy

siz > 3.3

Exercice 4.12.
Résoudre les équations de Riccati suivantes :

0580 = ]_,’y() =2et

yv'(z) =y*(z) + Ju(@) = 35

8580 = O,yo =0et

Y'(z) = y*(z) —2e7y(z) + > +e”.
@IBO = O,yl =0et

y'(@) = 2*y* () + .

6580 = O,y() =2et

zy'(v) — y(@) + y*(z) = y(z) — 1.

si0<x<3\/§

— 3\/590
y(az) \/(9+16\/§)—8(1+m3)

ot/ +2vD)7 1]

x €

3
2

2142
10 y(l’) = 172Arctsgarjfl)n(lerg)’'r € ]_1’ Oé[.
ou « est I'unique zéro positif du
dénominateur.
2 J(7T—6z)3 si0<w<I
y(z) =427 ( ) . .
0 st > 6

93’50 = O,yo =0et

y'(z) = y*(z)—2e y(z)+e **—e ™.
9330 = O,yo =3et

v (z) = y*(z) — y(z) — 2.
Oxg=1,y0 =0et

z? (y'(z) + y*(z)) = 2.

'Solu

1)

gx) = L y(x) = 25,2 €0, V5.

®

gla) = e",y(r) = g5 + e > 1

® y(z) =tg %, |z < /.

= 1 1

0y(r) =Lylr) =1+ 35,7 > ¢

Exercice 4.13.
Résoudre les équations différentielles suivantes :

0130 :O,’yo =0et

y(x) cosy(x) = x.

8.’130 :O,y() =0et
x

O = @

tion|
(2]
y(z) =e 2, y(z) = —1%&, +e x> —1.
@ y(r) = —1,y(z) = P v <
_ 2(z3—1
® (1) = —L () = 25> 0,

O 1) =0,y = 5 ety'(x) = siny(x).
9.’B0 :O,y() =0et

x
y'(z) =

1—y(z)



@ xy =0,y =0et
Y'(z) + zy?*(z) = —
6130 = O,yo =0et
(14 x?)y'(z) = xe¥®,
O xy = %,yo = —1let
z?y'(z) — y*(z) = 1.

O®xyg =0,y =0et

y'(x) + w2y (x) = —x.
Oxy=0,y, = \/—et
y(x)y'(x) + zy*(x) + = = 0.

Ozo=0,y, =2ety?*(x)y’(z) = x>

Solution|

0y(x) = Arcsm— lz| < V2.
®y(r)=—-1+v22+1,xzeR.

© y(z) = —tg 2, |z < V7.

(7
ln( > 2| < Ve2 —1.

y(z) =
®y(x) = —tg;,x > ;.

Exercice 4.14.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

Oz, =0,y = lety'(z) = zy*(x).

® o = 0,y0 = Lety' (z) = zy®(x).

6a:0=0,y0:%et

Y (z) tgy(x) + €® cos® y(x) = 0.
6.’130 :4,y0 =2et

® y(z) =2Arctge”, x € R.
0 y(z) = 1—\/1—952 lz| < 1.

®y(r) = —tg %, |z| < {/F.
O y(r)=vV—-1+e=" |z| < 1.
O y(z) = vVad + 8,z > —2.

Oz, =0y, =1et

y'(z) = y(z) — 2¢*(z).
Oxy=1,y = V3et

y(z)y'(z) + 2w\/4 — y?(x) = 0.
@.’BO = O,’yo = %et

y'(z) tgy(x) + x° cos® y(x) = 0.
O®xy =0,y =2 et

(x — 3)%y'(x) = z\/y(xz) — 1. Y (x) = y(x) — y(m)
@mO:O,ygzéet m)ilfo—la’yo ve—1let
st zy(@)y () =
Vi-y2(@)  y/1-a? 1+ z2 + y?(x) + 2%y?(x).
Solution|
Qy(z)=55~,2>—n2 0 y(r) = = lz| <1
® y(r) = Vi -2t 2] <2 0 y(z) = (————l— ) z € R.
® y(zr) = Arctg /3 —2¢%,x <Inz ® y(z) = Arctg /1 — 7, 2] < V2.
o 2x
y(x) =1+ 1 (In(z - 3) — 25 +5)° 2 > 3. O y(z) = V1+3ex xR
© O y(r) = Va2er” — 1,2 > a o aest
y(z) = % ( V3 + m) rc ] f [ 1un12que i<;01u80n positive de I’équation
z2e” =0.

Exercice 4.15.

Résoudre les équations différentielles suivantes :



o$0:1,y0:16t Qwozl,yozlet

y(x)y' (x) — (z + sinz)e ¥’ ® = 0. zy®(z) — ?y*(x)y'(x) = 0.
®xy=0,y0 =0etx(l+ 2y(x)+ Oxry=1,y0 = 2et
y(@) — (1+22)(1+y(@)y'(z) = 0.  ¥'(x) — Ly(x) = 1.
O@xy =1,y =+2et O xy=m,yo = et
z* + y*(x) — 22%y(x)y'(z) = 0. y'(x) 4 sin (—mﬂz’(m)) = sin (m_g(m)> .
Q@ xp,yo =0ety'(x) = 9520):0(729)0:14/’(0):1“
y(@) y@) _ 2y’ (z)y" () =
cos (¥ + @) +cos (12 —a). (¥ (2))* (1 + (¥'(2))) -
Oxyg =0,y = —VvVet—1let

@wozo,yozlet

YOV@ = @D ATVE) = ey @) = —a + Ve F @),

Solution|

(1)

2] = O0<z <
= /In(22 —2cosz+2+e),z €R. y(@) V3131 < Ve

@ (Poser y(z) = xz(x))
_ 2
Oyx)=—-1+vV1+22,zeR y(x) = ze 2@-1Hn?2 55 _ P2
® (Poser y(z) = zz(x))

2
— 2(1—sin £)
y(x) =a,/1— I,O<x<e ® y(z) = 4Arctge ,r € R,

© 9.146 Poser z = (y/)%)

0 y(r)=—5m+ 6Arctges™®,z € R y(x) =1+ Arcsin (e* — 1),z < In 2.

@y(:c):—\/—1+62(§+e”+1),x<aofl )
« est I'unique solution de 1’équation Oy(r)=v2r+1l0>—3
% + e® 4+ 1 = 0 qui, de plus, est négative.

Exercice 4.16.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

0y’ (0) =y(0) =0et Oxy=0,y0=1et

y'(x) =1+ (y'(x))>. Y (x) = Vy(x) + sinx — cos x.
@a:O:O,yO:%et Oxy =0,y =1et

1+ 2)y' (z) = y(z)(1 — y(z)). x*(1 — 3y(x)) — y'(x) = 0.

® Trouver la fonction y :]0, +oco[— R
de classe C! qui vérifie

xT 3 t
y(xz) =72 -|-/ Wdt
1

Solution|

O (Poser z = 3/)
y(r) = —Incosw, |z| < 7.

3
®y(x) = 35,2 > 2. ®y(z)=— zeR.

O y(z)= (L + 1)2 —sinz,x > —2.



> et pour tout
) sin y

(5] Puisque y(l) =
€ ]0, +oof; ¥/ (x
en 1ntegrant y(r)

, on obtient,
Aret gx.

Exercice 4.17.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

(2)

Omoz 1,y0—0ety(:v) —2+y
T

O®xyg=1,y0 =0et

z?y'(z) = 2* + zy(z) — y*(z).
O@xy=1,y0 = J et

zy' () = y(x) — 2x3 sin (y(w)>
Oxy=1,y0 = g et

zy' () = y(x) — z%tg (@) .
Oxog =1,y =0et

zy'(z) = y(x) + Va2 + y*(z).

Oxyg=1,y0 =0et

zy'(x) = e + y(x).
O®xy=1,y0 = T et

zy' () = y(x) + x cos? ( ())
Oxy=1, yoz—et

zy (z) —y(w>+wtg( ),
Oxg=1,y90=1let
y’(w)z@—2\/@.
@wozl,y(,:%et

y(x) + (z — y(x))y'(x) = 0.

Solution

Oy(z)=xlnz? x>0
ylx) ==z 2+1,xER
® y(xr) = QxArctge =@ 2> 0.
Qy(x) = mArcsm —,z>1—1In2.
y(@) =

Exercice 4.18.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

®y(1) =0,y'(1) = et

2y’ () — 2y (z) = —22° (y/'(x))" .
8110 = 1,’LLO =0et

22 +y2 + :132y’ — 0.

® Soient I un intervalle ouvert,

p.q : I — R deux fonctions continues et
Y1,Y2 : I — R deux solutions

linéairement indépendantes de I’équation

différentielle.

y"(z) + p(z)y'z + q(z)y(z) = 0.

1) Montrer que pour tout x € 1 :

y: (@) + y3(z) # 0.

2) Montrer que s’il existe deux éléments
a < bde I pour lesquels

=zln(lnex),z > L.
=z Arctg(l +Inz),z > 0.
=xArctg 5,0 <x <2.

2_
V4“”2 3 x> ‘/7?:

Qmozl,y0:2et

zy'(z) = y(x) (1 + In (@)) .

9:1:0 = 2,y0 = —3et
2x x)+1
v'(e) = - TS

® Soit g : R}, — R une fonction
continue telle que

/1+oo q(t)dt =

Montrer que toute solution de I’équation
différentielle

y"(x) 4+ q(x)y(x) = 0. s’annule une
infinité de fois.



y1(a) = y1(b) = 0, il existe au moins
un élément c de Ja, b| pour lequel

y2(c) = 0.

3) En déduire que les zéros de la fonction
y1 sont isolés.

'Solution

O (Poserz = 7/) y(x) =
O y(z) = xe®™2 1 > 0.

®y(x) =3 <—1—|—\/§tg (% — \/7§1I1$>> e IVE < g < eiva,

Oyz)=—(r+2)+/2—(z -1z -1 < V2.

® 1) Soit x € . Puisque w [y1, 42| () = y1(2)y5(x) — y}(x)ya(z) # 0, an doit obligatoirement
avoir yi(z) 4+ y3(x) # 0.

2) Raisonnons par 1’absurde et supposons que la fonction ys ne s’annule pas dans |a, b|. Ainsi,
d’apres 1), on a que pour tout = € [a, b] : ya(x) # 0. Soit f : [a, b] — R la fonction définie par

y1 ()

ya(x)’

Cette fonction est continue et, de plus, pour tout = €|a, b[:

fx) =

/ w [y1, y2] (2)
f(z) 2(2) # 0.

Comme f(a) = f(b) = 0, d’apres le théoreme de Rolle, une telle fonction f n’existe pas. D’ou
contradiction.
3) Raisonnons de nouveau par I’absurde et supposons que « € I est un z€ro non isolé de la fonction
y1. Alors, il existe une suite («,) d’éléments distincts de /\{a} qui converge vers « et telle que
pour toutn € N : y; (o) = 0.

D’apres 2), on sait qu’a tout entier n > 0, on peut associer un élément (3, de [ strictement
compris entre «, et o, et telle que yo (5,) = 0. Comme, par construction, lim,, ., 3, = «, on
a, grace a la continuité de la fonction -, que

Ya(ar) = Jm g (Bn) =0;

ce qui, d’apres 1), est impossible. D’ou contradiction.

® Raisonnons par 1’absurde et supposons que 1’équation différentielle proposée posseéde une solu-
tion y :]0, +00[— R qui ne s’annule qu’un nombre fini de fois. Alors, il existe un nombre a > 0 tel
que pour tout = > a : y(z) # 0; ce qui implique, d’apres le théoreme de la valeur intermédiaire,
que la fonction y garde un signe constant sur [a, +0o0|.

Pour les besoins de la démonstration, on va supposer que pour tout z > a : y(x) > 0 (I’antre cas se
traitant de la méme maniére). Considérons a présent la fonction auxiliaire z : [a, +00[— R définie
par

Cyle)
Ainsi, en remarquant que pour tout x > a : 2'(z) = q(z
2(z) = 2(a) +/ 2 (t)d —i—/ q(t)dt +/ 22(t)dt

> s(a)+ [ atoye

(z) + 22(x), on obtient pour tout z > a :



ce qui entraine, du fait que f;roo q(t)dt = 400, I’existence d’un nombre b > a tel que z(b) > 0.
Par conséquent
y'(0) = —y(b)z(b) < 0.

D’autre part, puisque pour tout z > a : y"(x) = —q(x)y(z) < 0, la fonction 3’ est strictement
décroissante sur ]a, +oo[. Ainsi, en utilisant le théoréme des accroissements finis, on peut écrire
que pour tout = €]b, +-00] :

y(x) < y(b) +y'(b)(x —b).

Finalement, de ces résultats, on déduit immédiatement qu’il existe un nombre ¢ > b te que y(c) <
0. D’ou contradiction.



Chapitre 5

Intégrales doubles

Exercice 5.1.
[0,1] x [0, 2]. Calculer

O Soit D =
e2x+y?
dxdy.
//D 1+e” i
® Soit D = [0,1] x [ ,2} Calculer

// x sin y
D 1 + 332

[0,1] x [1,2]. Calculer
dxdy.

® Soit D =

p % + y?

0 Soit D = {(x,y) € R?:
0 <y <ax<m}.Calculer

// y?e™Vdxdy.
D

© Soit D = {(z,y) € R?:
x>0,y > 0,z +y < 1}. Calculer
6*2Ydxdy.

D

® Soit D = [0, 2] x [0, 1]. Calculer

// (333 + 3%y + y3) dxdy.
D

® Soit D = [0, 7] X [0, 1]. Calculer
x sin xydxdy.

D
® Soit D ’intérieur du triangle de

sommets A = (0,0), B = (m,0) et

C = (m, ). Calculer
x cos(x + y)dzdy.
D

O Soit
D= {(z,y) ER*: x> 1,y > 1,

x + y < 3}. Calculer
// da;dy
(z +y)3
O Soit D =
<<y <4z,

{(=,y) € R*:
1 < zy < 2} Calcule

// x?y*dxdy.
D

Solution]

:t)2

2:1:+y ! (& 2 ¢t 2 2
o // / d:z:/ ye¥ dy = —dt/ ye¥ dy
et o Tre ), L1+t ),

e
= (t—In(1+1) <7>

2 1
9// (2° + 32°y + y°) dady :/ dx/ 2® + 327y + y*) dy
D 0 0
2

2
3 1 T T T
3 2
_ hd dy= [+ 4+ 2
/O(m+2x+4)y (4+2+4)

2
1 1+e
—E(e—l—ln 5 )(64—1).

17
5

0



1 s
® :Usmydd :/ T /2. J
//191+932 1T x i sin ydy

(0 (1+22)]

( COSZ/)
9// x sin xydzdy /
D

= (z—sinz)|j =7

[ef
o ff o [ 2

N | —

xsin xydy = / (1 —cosz)dx
0

2 1
d:c = / Arctg —dy
1 Y

1
= y Arct +/ dy = 2 Arct ———+ ln 1+ 2
=y gyl 11+2y 85~ 7 ( y)1
1 =« 1.5
=2Arctg— — — + =1ln —.
rcg2 4+21127r

@// :Ucos(x+y)d:rdy:/ dzx.
D 0

= / xcos(z +y)dy = / x(sin 2z — sin x)dx
0 0

( x sin 2 ) ) T 3r
= | —=cos2x + +xcosx —sinx = ——.
2 0 2
|
y==x
{"-!
y=rt=-————====
|
|
|
|
|
Dy
1
A I B
] I "

=1



e
Il
K

=
=

1 11—z 1 1
(9} // 6*2Ydxdy :/ d:z:/ 6“2%dy = —
D 0 0 In2 J,

2
1[4
0_ln2 In3

_ 1 2 xIn3 1 zln6
~ In2 <ln36 6"

]



@// a2y dedy
D
% 4x
:/ da:/ 2y dy +
1 1

x

1 1 V2
1 /32 7 1 6 7
:§<§x6—lnx) 12+§lnx1+§(81nx—%> 1 —§1n2.
2 53
B y = 4dx
y=r
I
1
]
i Ty = 2
1
[ i
P
[ ]
] I
|| I
P 1 -
_'?.n'ﬂ %:151 vz T

Exercice 5.2.

1 2 V2 2
/ d:z;/ x2y2dy+/ dx/ w2y dy
s :

1
1
1 [v3 1 Vdr 1 (V2
:—/ﬂ 64z° — — dm+Z/ —$+—/ 8 _ ) da
3J1 x 3 T 3/ x




® Soit D = {(z,y) € R? : ® Soit D = {(z,y) € R*:
O<w<y<2w,wy<4,xz—|—y2>4}.1<w<\/§,0<my<1,m2—|—y2>2}.

Calculer Calculer
x2ydxdy. // xy’dxdy.
D D
. S 2 .
(f’s"‘tD—{(w’y)eR . @ Soit D = {(z,y) € R*:
<y < x,x+y—2 < 0}. Calculer z < y,y > x}. Calculer
/ (& — y) (= +y — 2)|dedy. / / @ sinydrdy.
D
® Soit D = {(x,y) € R?: ® Soit D = {(x,y) € R?:
1<zy<2,22 <y < 2x?}. r>1,4<zy < 8,4r—y—4 < 0}.
Calculer Calculer
3 3 dwdy
(:1: +y ) dxdy.
D
6SoitD:{(zc,y)€R2: @SoitD:{(a:,y)e]Rzz
9 0 1 z(lnx—1)+1<y<Ilnz}.
rt+y* < l,x > E} Calculer Calculer

/D(w — y)dxdy. //D xdxdy.

O Soit D = {(x,y) € R?:
1< (z—2)2+9y? <4,y >0}
Calculer

// sin (2 + y?) dod
D 2 + cos (;p2 + y2) xray- // cos (:c2 + y2 — 4x + 4) dxdy.
D

Solution|

V2 2z 2 4
0// x2ydxdy:/ dx/ nydy—i-/ dx/ z2ydy
D % Vi—z2 V2 x
1 V2 1 /2
= —/ (5:174 — 4x2) dr + = / (16 — x4) dz
2 % 2 NGl

V2 5 2
1( x ) 104
+2 (162 - L) = f+
5)5 15 375

© Soit D = {(z,y) € R?:
1 < % 4+ y? < 4}. Calculer




xy =4

=Y

|
|
|
of 2.2

W5

9// zy*drdy :/ dy/ mdea:—i—/ dy/ ry?dx
D 0 \/27y2 % 1/2,y2

1 (% . 1",
— - dy + ~ —1)%d
2/0 yy+2/1(y )" dy

V2

x—y)(z+y—2)|dedy

(

/dx/ r—y)2—x—y dy—l—/ d:zc/ (x—y)(2—2—y)dy

/0 x——x>d:c+/1 (49& 4 + 2% — (2 —x)? —|—<2_3x)3>d:1:
1
3

4 22—z (2-2)!
02 _ 28T _
) (m 3T T T3 12

A~
w| &,
|
o| B




e

e —— ——

0

1 T 1
(4] // x sinydxdy = / dx/ rsinydy = / x (Cos x? — cos cc) dx
D 0 z? 0

. 1
sinx )
= 5~ — FSInT —Cosz

1 sin 1 1
=1- —cos 1.
2

0

6// (x3—|—y3) dxdy
P 1 212 2

—/ dx/ («° + %) dy+/ dx/ (° + %) dy

1 1 1 z2

! 1 V2 4 28
_ 5 8 _ .2 2 5
_/1 <2x + 4z —x—@>dx+/1 <2x —i—;—x—z

2

a0 N 4 4 a8 N 1
pr— —_— —:L' _— —
3 9 3 1223

80

ﬁd




i y=2;t‘2
]
I 2
i y=1
]
0 :l Ty =2
|
/o
| | |
| I
] 1 1
! II ry =1
1 : |
\ I
| |
o
P! '
Cor !
Lo
1 oy p—
0 -531 32 a

ofhm- L (%m

—4(VZ-1) —+4/1g — Vo $_1>d
= 4v/21In2 — 41n1+\/_ / —'x_l)dx
—4\/§ln2—4ln1+2\/_—4( zr(z —1) —In(vz + vV — )) ies

1++5
9

1
=4(v2In2—1In +2\/3—\/§+1n(1+\/§)+1—ln

lr—y—4=0

ry =8
I
[
I

Ty =4

|
|
[
|
0 1 1+v3 2 T

e



1 Vi—a? 1
@//(a:—y)d:cdy:/ da:/ (x—y)dyzZ/ V1 — x%dx

D bl

vz

7 —V1-a2
3|t 1
=-5 -2 =57
% 3
& y
—_— --._\_\_\_R.
//
-
.-","'
D
— f\l T -
] 1 1 J
W2
/”/
_—'___'_-FFP-E

Inz e
/xdxdy—/ dx/ xdy—/ (xlna:—x21nx+x2—x)dx
Inz—1)+1 1

€ 3 2 11
= (E(3—2x)lnx— Zm + 9353)

S
436

e
L9

Ay

y=z(lnzr—1)+1

y=Inzx

~Y




© Puisque D = {(pcosf,psinf) : 1 < p<2,0<60<27},ona

sin (22 + y?) 2m sin p
dd = de
//2+cos (22 4+ y?) = / /2+cosp2pp

2+ cosl
= —7ln (2 =7ln —.
Wn( +Cos,0 ‘1 Wn2+cos4
Ay
D
0 1 2 T

© Puisque D = {(2+ pcosf,psinf): 1 < p<2,0<60 <7} ona

// cOS .r +9? —4:17~|—4 dasdy—/ d@/ pcos p°d

iy (smp ) ) 2(sm4—sm1).
Ay

n
0 1 2 3 A T

Exercice 5.3.



0 Soit D = {(z,y) € R?:
x? + y?> < 4,y > 1} . Calculer

2

Y
7 _dxdy.
//Dw2+y2 i

® Soit D = {(z,y) € R? :
x> +y? <1,z +y > 1}. Calculer

// (a::lj-dsz)

@ Soit D = {(z,y) € R?:
z? 4+ y? — 2z < 0}. Calculer

// Ty (mz + y2) dxdy.
D

0 Soit D = {(z,y) € R?:

1622 +9y? < 144,0 < y < x}.
Calculer

/ xdxdy.

D
© Soit D = {(z,y) € R? :

4(r—1)24+9(y —1)2 < 36,y > 1
x — y > 0}. Calculer

// xydxdy.
D

® Soit D = {(z,y) € R? :

x? + y?> < 36, > 3}. Calculer
x

/ T dxdy.
p (2% + y?)

® Soit D = {(x,y) € R?:

x? + y? — 2z < 0, > 1}. Calculer

// dwdy
(@2 + y?)*
® Soit D = {(x,y) € R?:
1<z’+y’<4,0<y<z}
Calculer ) ) )
// y®cos (z? +y )da:dy.

D a2
® Soit D = {(x,y) € R?:
9% + 4y® < 36,z > 0,y > 0}.
Calculer

2ytdxdy.
D

® Soit D = {(x,y) € R?:
9(z —2)? +25(y + 1) < 225,y <
x — 3,y > —x + 1}. Calculer

/D(w — 2)(y + 1)*dzdy.

]Solution\

® Puisque D = {(pcos®, psinb) :

Z<f<3} ona

5w

y? 5x 2 L 1
// — 5 drdy = / d@/ psin®dp = / 2sin%0 — = ) df
r + y siiG 5 2

5w
6

I
m\

1 1 .
(5 — CoS 29) df = 5(9 — sin 26) .

6

5w
o 3
]

3
w3




® Puisque D = {(pcosb,psinf) : -2, < p <6,[6] <3}, ona

// 2+ dxdy—Q/ de/ COSG
x 3/

0 20
_ 2/3 _ cos n cos do — / (—cosf + 1 + cos 20)df
0 6 3 3 0

w3

1 sinf\ |3 NEE
e e S A
3( st )0 12779
vy
—— _%.x
| J,-".
.J'f

(7 .
0 3 G

® Puisque D = {(pcosf, psinf) : ool <p<1,0<0 <3}, ona

B 1 2
// dq:dy / d9/ —/ sin 20df = — = cos 20| = —.
513'2 + y 0 4 2

sin 9+cos ] 0

=y

0 1\




® Puisque D = {(pcosf, psinf) : Lo < p <2cosb,|d] < Z},ona

drd 2cos€d % 1
// Y _2/ de/ @ / (— - +c0529)d9
x2+y 4cos? 0

o tgd 1 sin 20
e 1,

by

T
o 8

5T

® Puisque D = {(pcosf, psinf) : 0 < p < 2cosb,|d] < Z},ona

2 cosf
// xy 2 4 o d:cdy—/ d@/ p sm@cos@)d

4
= E cos7esin 0do = — 500589 =0

[ME]

® Puisque D = {(pcosf, psinf) : 1 < p <2cosf,0<f<Z} ona

2 2 2 z 2 o 2212
// Y COS(UZ Ty )dxdy:/4 tg29d9/ pcos p’dp = (tgh — 0)|¢ 81112,0
D 0

€T 1 1

1
=3 (1 - %) (sin4 —sin1).



@ Puisque D = {(3pcosf,4psinf) : 0 < p < 1,0 <6 < Arctg3},ona

Arctg % ! 2 Arctg 3 36
// xdxdy :/ cos@d@/ 36p°dp = 12sin6|, ~* = —.
D 0 0 5

® Puisque D = {(2pcosf,3psinf) :0<p<1,0<6<Z} ona

/ / 22ytdady
D

2 1 bl
= / do / (1944p7 cos? 0 sin* 0) dp = 243 / (0052 6 sin* 0) do
0 0 0

243 (20 _ sin 26 _ sin 460  sin 69)

32 2 5 TG

5 2437

. 32




u
3
D
0 2 T
® Puisque
: 3
D = {(1+3pc089,1+2psm9) 0<p<1l,0<0 <Arctg§},
ona

Arctg 2 1
// xydxdy = 6/ ’ d9/ (p + 3p% cos + 2p*sin § + 3p° sin 26) dp
D 0

0

Arctg 2 1 2
6/ 2<—+c089+—sin6+zsin29> do
0

2 3
0 2 3 Arcte 3 310 185
:6(§+Sin0—§(3089—§(30829)0 :3Arctg§+\/—1_3+%.

@ Puisque D = {(2+5pcosf, =1+ 3psinf) : 0 < p < 1,|6| < Arctg2},ona

Arctgg 1
// (x — 2)(y + 1)*dzdy = / d@/ (675p" sin® 6 cos 0) dp
D 0

Arctg g
Arctg 3 Arets g 11250
=135 / ’ sin’ # cos 0df = 45sin® 6 = .
— Arctg g ~ Arctg 3 34 V 34
3




=Y

y=-—-r+1

Exercice 5.4.

® Soit D = {(x,y) € R? : ® Soit D = {(z,y) € R*:

$2+y2<3\/$2—|—y2—3w,m—|—y>0}?32+y2<2(\/w2—|—y2—|—w>},

Calculer Calculer dod
L s
N R E—r
® Soit D = {(=,y) € R? : 9SoitD:{(w,y)€R2:
324+ y? —2y<2,0<y—1<cz}
Calculer , ' 0< - <y<,/1-— —} Calculer
2
/Dm(y — 1)°dzdy. //D (z® + 4y?) dxdy.
® Soit D = {(z,y) € R? : ® Soit D = {(z,y) € R?:
z? +y? < 1,0 < y < z}. Calculer z? +y? < 1,0 < y < x}. Calculer
// Arctg dmdy // ( ) sin (2 Arctg 3—) dxdy.
@SmtD—{(m,y)ER 2 ® Soient » > 0 et
O<w<\/§,0<y<\/;}- D = {(xz,y) € R?:
Calculer z? + y? — rxz < 0}. Calculer
dxdy

. r2 — x? — y2dxdy.
D\/(%+$2+y2)3 //D\/

oo 5.
©® 1) Vérifier que pour tout » > 0 : © Soit D = {(m’ y) e R*:

r 2
/ / e~ (@) dady < 4 ( / e_tzdt)
B(0,r) 0

< / / e~ (@) 4o dy. En effectuant le changement de
— JJB(o,2r)

<m+y<1,m>0,y>0}.

N | =

variables
2) En déduire que r =ty = 43,
T o VT calculer
e "dt = —. ey
. 2 / e(oH) dady.
D



Solution]

® Puisque D = {(pcosf, psinf) : 0 < p < 3(1 —cosf), -5 <6 <2} ona

3

//D\/ideyy—Q/ﬂdé/lcosedp—?)/ (1 —cosf)dd = 3(r — V2).

M:

J

— i3 ] T
® Puisque D = {(pcosf, psinf) : 0 < p < 2(1 +cos#),0 <60 <27}, ona

27 (14+cos 0) 27
// _ dwdy / de/ ' dp 752 V2(1 + cos 0)df
D 4

x2—|—y

27 8 T 9 27 9
—4/0 cos§‘d9—4(/0 coside—/7r cos§d0)—16

L

=Y

® Puisque D = {(pcosf,1+3psinf): 0<p<1,0<0< z1,ona



z 1
// z(y — 1)2dxdy = /6 d@/ (3\/§p4 sin? ) cos 0) dp
D 0 0

= &g/G sin? @ cos 0dh = éSin?’e
5 Jo 5 .

(=]
.
Sl w

1++3

=y

0

O Puisque D = {(2pcos€,psin0) : \/ﬁ <p<l, L <0< %},ona

5T 1

// (x2 + 4y2) dzdy = /12 d@/ 8pdp
D ud -1
5

12 v/2sin 26
57
13 1 2 1 9 3
:2/ 1—— ) do=""+ = cotg?2 _m_ V3
s 4 sin” 26 3 4 . 3 2
12 12
by
I
Y= 5=
0 2 T

® Puisque D = {(pcosf, psinf) : 0<p<1,0<6 <%} ona

Y z 1 2
// (x2 + y2) Arctg =dxdy = / 9d9/ pPdp = —
5 z ; ; 128



BY

® Puisque

1
D= cosf,3psinf) : 0 < <—,O<¢9<Arctg—}
{(p ’ ) ’ 1+ 8sin?# 3

on a
2

AW v
//D (x + 9>sm <2Arctg 395) dzxdy

Arctg % 4/ 148sin2 0
= / dQ/ (3,03 sin 26’) dp
0

0

3 [Atss G 9g 0 3 1 Arctgy
_Z/O (1+851n20)2 __§1+85in290 24
b Y
1_‘———_

y=zx

2 Gi0<fh<T

2
5 i ™
s16<9<2



et posons D = {(pcosf, psinf) : 0 < p <~(#),0 <6 < Z}.D’od

J e

3
cos@ sin 0
/ / dp+/ de/ £
“ +p \/ +p

=/6 ﬁ—;? d9+/2 V3 — ! a0
0 1

3+ L2
cos2 0 3 3sin?6

0059 2 sin 6
/7 — sin? & Jo V3 - COS2

\/5 sinf|s cosf|? T 1
= Y7 — V3 Arcsin + /3 Arcsin = — /3 Arcsin .
2 VT o V3 V3 2V/7

® Puisque D = {(pcosf, psinf) : 0 < p <rcosh,|f] <3}, ona

=B

z rcos 6
// \/r2—x2—y2dxdy—2/2d«9 \ 12— p2pdp
D 0
2r3 (% 2r3 ANEERS
:% 02(1—8111 0) df = ; (9—1—6089—60; )025(371'—4).

—
=

D
0 - : /r T

© 1) En effet, pour tout > 0 : B(0,r) C D, =| —r,r[x] —r,r[C B(0,2r) et

r 2
// ef(szryQ)da:dy < // 67(x2+y2)dxdy =4 (/ e_t2dt>
B(0,r) r 0

< // e_(xgﬂz)da:dy.
B(0,2r)
2) Ainsi, puisque pour tout r > 0 :

2 T
// e*(’”QﬂLyQ)dxdy = / d@/ e_prdp =7 (1 — e_ﬂ) ,
B(0,r) 0 0




et

2m 2r
// e_(IQ’LyZ)dxdy = / d@/ eiPdep =7 (1 — 674T2> ,
B(0,2r) 0 0

on peut écrire /2 (1 —e~*) < [T e ¥dt < (/% (1 — e~%*) ou encore, par passage 2 la limite,

+o0 )
/ e Udt
0

sy 1 /!
@// e(m)dxdy:—/ du/
D 2 % —u

2
u Y 1 3
eudv:shl/ udu = —sh 1.
1 8
u
1
N
1
T' D
0 1N 1™~ T

Exercice 5.5.

0 Soit D =]0,1[x]0,1[. En
effectuant le changement de variables
r=u’ety =2,

calculer
dxdy

p (1+z)(1+zy?)

® Soit D = {(z,y) € R? :
> +xy+y* <1,y > 0}.En
effectuant le changement de variables

u:ac—i—%etv:?y,
calculer
ex2+“’y+y2dmdy.

D
@ Soit D = {(z,y) € R?:
0<\/§y<m,1<m2—y2<4}.
En effectuant le changement de

variables
u=z>—y’etv =1,

calculer
2
(1 — y_) dxdy.
xr2

/

Yy .
— sin T
p x3

® Soit D = {(x,y) € R?:
r<y<22z,x<y?®<2zc}.En
effectuant le changemeng de variables
u=2etv =%,
Yy x
calculer
Yy
—dxzdy.
DI
® Soit D = {(x,y) € R?:
r—1<y’<z,0<y<2—=zx}
En effectuant le changement de
variables
u =
calculer

A

® En effectuant le changement de
variables
x=pety = ptgh,

(/ T )dw'

Yy — 2
Eet’v—y — I,

y?(2+2y* —x)

2— ) dxdy.

calculer

lim
t—504



1 Yz 1 1
@ Calculer, / dx / (1+y°) dy. ® Calculer, / dx / rye?’ dy.
0 Vg 0 x?
(9] Calculer, @ Calculer,

/dw/ =y ay. /oldy/oﬂ\/uz—wdw

'Solution]

dxdy ! v dv
=2 du
(I+x)(1+zy?) 0 o (I+u?)(1+0?)
1

Arctgu 2
—2/ T du—Arctgu _E'
9// dmdy—/udu/ vdv—
Y y==

704

ko = =

® Posons £ = {(u,v) € R? : u? +v? < 1,v > 0}. Alors,

2oy ty? 2 2,2
e” drdy = — / / e T dudv

—i/ﬂd(?/l e’ d —i(e—l)
IRVEN R Y



® Posons E

Ly

=0, 1[x] — 1, 0[. Alors,

2 2y° —
// 2dudv—// + v ) x)dzdy.

2 2
, . y* (24 2y* — 2) / 9 1
D = = -,
ou// 2= o) dxdy ; du 3

® Posons £

Iy

N

2

=
Il
e

yYr=z-1

e ——

=1

\ 1\ 2N,

=1, [ Alors,

2
//—SHI?T 1—1} dudv—/ —anw(l—%)d:vdy
//—smw(l——)dasdy—/ du/ —sm7r 1—v)>d

du In2
47r w 2T



1
|
|
|
|
|
|
:
0 1 3 2 23 T

® Posons, pour 0 < t < 1:

1
D, =]t,1[x]0,1 [etEt:{(x,t)GRZ:t<u<1,0<9<Arctg—}.
1

1
— 2
[ ([ 2@)“—// ety = [ auas
o (224 1?) D, (22 +y?) B M

! Arctg 1 0520 Uodu T
d do = = — — Arctgt.
el [ e i e

b N : x - y2 77-

D’ou lim —2dy dr = lim <— — Arctg t> =—
t—0+ J, o (22 +4?) t—0+ \ 4

@ Posons D = {(z,y) e R?: 0 <z < 1,\/r <y < Jx}. Alors,

/dx/ 1—|—y dy—// 1+° dxdy—/dy/ 1+y

e (L
3 4 9 10 180

0
U
[ y= J.

Alors,

[




® Posons D = {(z,y) e R?*: 0 <z < 1,2 < y < 1}. Alors,

1 1 , , 1 NG, ,
/ dx/ xye? dy :// xye? dxdy :/ dy/ xye’ dx
0 a2 D 0 0

1 [t 6931 e—1
_ 2y _
= — eV dy = — .

2/02/ Y 6 . 6

¥

=Y

© Posons D = {(z,y) € R? : z,y > 0, 2% + y* < 4}. Alors,

[l o e
/ / \/42de—/ (4—y?)

(oS ) 28
.15
v
2
_\yz "4—.1'.32




@ Posons D = {(z,y) e R? : z,y > 0,2% + y* < 1}. Alors,

1 —y2
Y Y
dy / N S - // R —
/0 0 V1+a2+y? DA/ 1422+ 92

1 1—22 1
Yy Y ra—
/o I/ 1+ 22+ 92 ’ 0 (\/_ v >

_ (\fx__m__ln(ﬁm))

2(\/§—ln(1+\/_))

0

ly
i
1
D
i r=4/1— iy
0 1 T
Exercice 5.6.
O Calculer, (2] Calculer,
VV2 1—y?
/ dy/ In (14 z* + y?) de. / dy/ \/l—w dz.
0 y
® Calculer, a > 0. ® Calculer,

x? — y?
/dm/ 2+ y+/ dw/ m2—|—
22 L
2a vV 2ax—x? 1 y y
d 2 2 d Va—=x2 2 _ .2
/0 m/0 (w—i-y)y +/da:/ T ydy.

$2+y2

V2
Calculer P’aire de
®D = {(x,y) € R?: ®D = {(x,y) € R?:
y? —6r <0,z —y < 12,22 + y*> > 16K.0,y> < z*(xz +4)}.

. -
o SOl.t r> OZ -Ca.lc’u ler I"aire du ® Soit a > 0. Calculer ’aire du domaine D
domaine D délimité par la

cardioide p(6) = 2r(1 + cos ). délimité par la lemniscate p|@| = a/| cos 20)|.



©D = @ Soient D C R? un ouvert borné et

2. .2 2
{(z,y) eR ; =ty < 4} fy9 : D — R deux fonctions continues et
et f: R — R une fonction bornées. Montrer que

continue. 2
Calculer (// fa(z, y)da:dy)
// 2f(w)+5f(y)da:dy D
b F@)+ () — || P@vdedy [| o, v)dedy
D D
si et seulement si f et g sont linéairement
dépendantes.

'Solution]

® Posons D = {(z,y) € R?: 22 +y* < 1,0 < y < x}. Alors, en faisant le changement de va-
riables x = pcosf ety = psinf avec 0 < p < 1et0 < @ < 7, on peut écrire

1 Vi
/ﬁdy/ ln(1+x2+y2)d:c:// In (14 2% + y?) dady
0 Y D
i ! T [? s
:/ d@/ 1n(1+p2)pdp:—/ Intdt = —(2In2 —1).
0 0 8 )1 8

ly

D

® Posons D = {(z,y) € R? : 2> + y?> < 1,0 < y < x}. Alors, en faisant le changement de va-
riables x = pcosf ety = psinf avec 0 < p < 1et0 < ¢ < 7, on peut écrire

H Ve
/fdy/ V1 — x2dx
0 y

I 1 1 [71—sind
:// \/l—xQd:Edy:/ d@/ \/1—p2(30529pdp:§/ ﬂd@
D 0 0 0

cos? 6
T ] [11—cos?d 1 1
- = ——sinfdf = - — =
0 3/0 cos 3 3(

jus

i 1
—1-—.

0 V2

1

=t
5 t8

cos

+ cos 9)




D

® Posons D = {(z,y) € R?: (z — a)? + y* < a?,y > 0}. Alors, en faisant le changement de
variables t = o + pcosf ety = psinf avec 0 < p < aet 0 < § < 7, on peut écrire

V2az—x?
/ dx/ :L‘—l—y dxdy—// dxdy

2
_/ d@/ a® + p? +20zpcos€)pdp—a/ (Z—i—gcosQ) dﬁ_goﬂw.
0

*u

® Posons D = {(z,y) e R?: 1 < 2? +y? < 4,0 <y < x}. Alors, en faisant le changement de
variables ¥ = pcosf ety = psinfavec 1 < p < 2et0 < 0 < 7, on peut écrire

/dm/ Q_ydy—l—/ dx/ R
Vi—z? T2+ x
Va—x2 o
d
/m/ x2+y2y
2
Tt —y 3
= dxdy = 20d0 dp = -
], et = | o i3



Av

¥

0 1 2

® Aire(D) = // dxdy
D
4 Véz 6 Vézx 24 Vézx
2/ dx/ dy~|—2/ dx/ dy~|—/ dx/ dy
2 V16—22 4 0 6 z—12

:2/24<\/6_x—m>dx+2/46\/6_xdx+/:4(\/6_—(x—12)>dx

4

= <§x\/ 62 — 2V 16 — 22 — 16 Arcsin %)

2
24

4 6 (2 1 16r 4
+ —a2Vbx| + (- 693——(95—12)2) =162 — — — —.
3 L \3 2 . 3 3
Ay
y=xr—12
y = +/ 6
D R
ok 2 J16 21 T




® En faisant le chagement de variable x = t? — 4 avec t > 0, on peut écrire

0
Aire(D // dxdy—/ dx/ dy:2/ 2*Vr + 4dx
fox/er —4

8 16 .\|> 212
_4/ 2 (¢ 4)dt—4 ———t5+—t3 =
0 7 5 3 , 105
Ay
D
- 0 T

@ Puisque D = {(pcosf, psinf) : 0 < p < 2r(1+cosh),0 <6 < 2r},ona

2 2r(14-cos ) 2w
Aire(D) = // dxdy = / d9/ pdp = 2r2/ (1 + cos0)*df
D 0 0 0

20\ |2
= 22 §9+ 2sin 6 + o
2 1 )|,

= 6712,

Ay

2r

=Y

® Posons D; = {(pcos&psin&) 0< p<aveos20,0 <6< %} . Alors,

T av/ cos 20
Aire(D // dxdy = 8// dxdy = 8/ d@/ pdp
Dy 0 0

:4a/ cos 20dO = 2a°.
0



Dy

® Puisque D admet la premiere bissectrice y = x pour axe de symétrie on peut écrire

[ 775 et = [ 7 Lt

ce qui entraine, entre autres, que

Aire(D [/M@_//fg ?Z@mpa//f ydudy
)

A
ou encore / / f—xdzxd = 1re2( = 2.
f +5f )d dy = 14m.

Par conséquent /

@ Pour commencer, on Va supposer que les deux fonctions f et g sont linéairement dépendantes et
que g # 0 (sinon I’égalité est évidence). Alors, il existe un nombre réel A tel que f = Agetl’on a

(/ f(2.m)g wydxdy) (//)\g:pydmdy)
:([LF@WWM@([Af@WWMQ'

Montrons a présent la réciproque. Pour cela, considérons la fonction auxiliaire
F : R — R définie par

= [ -+ tar Gz

:#[Lf@wmw+%[ém@wmw+/Dﬂ@wmw,

et supposons a nouveau pour la méme raison que g # 0. Alors,

// ¢*(z,y)dzdy > 0,
D



et, en posant

_//D fy(x,y)dzdy

//D ¢*(z,y)dudy

on obtient F'(a) = 0, ce qui entraine que f + ag = 0 ou encore que les deux fonctions f et g sont

linéairement dépendantes.
Exercice 5.7.
@ Calculer les intégrales suivantes :

In (1 + x? 4 y?)
// 5-dzdy.
ez (1+ a2+ y?)

® Calculer les intégrales suivantes :

/ dxdy
w2 (14 2%) (1+y4)

® Calculer les intégrales suivantes :

// e~ (@49 cos (z* + y?) dady.
]R2

@ Soient D C R? un ouvert borné et
fyg : D — R deux fonctions
continues et bornées. Montrer que
pour tout couple de nombres réels
p,q > 1vériﬁant1—1) + % =1,0ona

/ |fgl(x, y)dxdy
D

< \/ / [ 111(@. y)dady

x \/ / gl9(x, y)dady
D

Cette relation est appelée I’inégalité de
Holder. Lorsque p = q = 2, il est
d’usage de I’appeler I’inégalité de
Cauchy-Schwarz.

® Soient D = [—1,1] X [—1,1] et
f :[—2,2] — R une fonction
continue et paire. Montrer que

|| t@=—vyzay =2 | ‘20 f (1)t

® Calculer les intégrales suivantes :

//R 1+ wd;)cc(lgllJr y?)

@ Calculer les intégrales suivantes :

// e dzd
zdy.
r2 1+ 92

® Calculer les intégrales suivantes :
14 y?

/R'z (1+y*) (14 (1 +y2)*a?)

® Soient D C R? un ouvert borné et
fsg : D — R deux fonctions
continues et bornées. Montrer que
pour tout

p € [1,+oo[:

(/ || 1 +g(@.ydedy <
< \/ || 1@ y)dady
+ \/ /] lal#(@.v)dedy.

Cette relation est appelée I’inégalité de
Minkowski.

dxdy.

@ Soient f : R? — R une fonction
continue et F' : R? — R la fonction
définie par

F(xz,y) —/ dr/ f(r,s)ds.

Vérifier que pour tout (z,y) € R?:
0*F
( Y) =

away( 7y) =

f(x,y). Calculer

Solution]




® Rappel : Va,b > 0:ab < ‘f +2
Puisque pour f =0oug=_01Ie resultat est évident, on fera I’hypothese supplémentaire que f # 0
et g # 0. Alors, Ip (| f|P) > 0et Ip (]g|?) > 0. Ainsi, puisque pour tout (z,y) € D :

f9l(=, y) o M@yP gyl
(Ip (|f17))7 (Ip (lgl7))s — PUp (If17)  a b (g1))’

on a

/D | fgl(x,y)dzdy
(Ip (IF1?)7 (Ip (gle))s

[ 1t@wrasay [[ gt pirdsdy
< =P + =D =-4+-=1,
p (o (77) (D) »
ouencore [ [ |gl(e.g)dedy < (1o (1"))* (In (91"

D
® Puisque pour p = 1 ou | f + g| = 0 le résultat est évident on fera les hypotheéses supplémentaires
quep > let | f + g| # (. Ainsi, en constatant que pour

g=-"2 12 + =1let

f+glP=1f+gllf + g <IfIlf + 9P+ gllf + 9P,

on peut écrire, en utilisant I’'inégalité de Holder (exercice précédent), que

buf+wv<buﬂu+m“%+hﬂmw+mfﬂ
< (In (IF1P)7 (In (1f + )T + (In (917 (Ip (If +9”)'7
ou encore (ID(\f—l—g|p))% < (Ip |f|p))% +(I (|9|p))%-

(
® En effet, en posant £ = {(x,t) € R* : |z| < 1,2 — 1 < < x + 1}, on obtient, puisque la fonc-
tion est paire, que

//fx— dxdy—/ / (@ —y dy—/ldx/ 0
//f dxdt:/ / dx:/o dt/tlf(t)dx

:/ (2+t)f(t)dt+/ (2—t)f(t)dt:2/2(2—t)f(t)dt.

0



/F =r+1

E t=z—1

=Y

@ Soit g : R} x R% — R la fonction définie par

o(ry) = / " fr, 5)ds
oF

G ) = ale) = [ fes)ds et 52 a0) = fla),

Alors, pour tout (z,y) € RY x RY :

De méme, pour tout (z,y) € R% x R :

B T 8{] B x aQF
0= [ Ghenar = [ pira g

x(ﬂf,y) = f(z,y).

@ En faisant le changement de variable ¢ = 1 + p2, on peut écrire que pour tout k € N* :

1+k2
// Lttty dzdy—/ d@/ 2,0p—7r/ 1n—idt
B(0,k) 1+x2+y 1

B In(1+ k2) N 1 .
" 1 TR IR ’
ce qui donne, par passage a la limite,

// In (1 + 27 +y)d dy = lim // n(l+2* +y)dxdy:7r.
g2 (1+22+32)° k=+o0 J Jpom (14 22+ y2)?

® Posons Dy, =] — k,k[x] — k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout k£ > 0 :

dzd Eodt \’ g\’
p, (L+22) (1 +y?) 1+t o 1+t




on obtient, par passage a la limite,

dzd
// ey =4 lim Arctg’k = 7°.
RQ 1 + 5(72 1 + y2) k—+o00

@ Posons Dy, =] — k, k[x] — k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout

dzdy Eogt \? Eogr \?
(1 4 N ;) =4 1)
p, (1+2%) (1 +y) e+t o L+t

on obtient, par passage a la limite,

// dady // dady s
ge (14+24) (1 +y4) ;H+oo b, T+at)(1+yY) 27

® Posons Dy =] — k,k[x] — k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout k£ > 0 :

6—12 k
// Sdrdy = / dx
Dy, 1+ Yy —k —

on obtient, par passage a la limite,

// e dxdy = lim // dxdy = /.
R2 1 k—+o00

< o~ (@+97) ot

k
—4Arctgk/ e_””gdx,
0

© Puisque pour tout (z,y) € R?: e~ (=) cos (2 +y?)

2w k
// ¢~ (@*+4%) drdy = lim d9/ eiPdep =7 lim (1 — e*k2> =T,
R2 k—+o00 0 k——+oco

on a, d’apres le critere de comparaison, que

// e

ce qui nous permet d’écrire, en constatant que pour tout k € N* :

27 k
// e‘(“”2+y2) coS (:c2 + y2) dxdy = / d&/ e " cos 0’ pdp
B(0,k) 0 0

k2 T k2
= 7T/ e ' costdt = §e_t(sint — cost)
0

245°) cos (* + %) ‘ drdy < 400,

0 2

// e~ (#4%) cog (IL‘2 + yz) dxdy
RQ

= lim // e (@) cos (IBQ + y2) dxdy = z
B(0,k) 2

que

k—+o00
® Soit f : R? —]0, +oo[ la fonction définie par

1—|—y2

dd
T4y (14 (14 y?)"2?)

[z, y) =

_T (e‘k2 (sink* — cosk?) + 1) ,



1) Posons Dy, =| — k, k[x] — k, k[ avec k € N*. Ainsi, puisque pour tout & > 0 :

1+y2
x,y)dxdy = d dx
/Dkf y)dedy = / y/ (T+y") (14 (1 +y2)?a?)

Arctg (k (1 kg too g
:2/ retg ( (4+y))dy<27T/ y4<2ﬂ/ _y4
& L+y o 1+y o Ll+y

ona [[o. f(x,y)drdy < +o0.2) Soient & > 0 et g, : R — R la fonction définie par

1+ a?

97) = T

Alors, pour tout |y| < aettoutz € R: 0 < f(z,y) < ga(r,y) et [( go(x)dz = 7 (1 + a?).
Ainsi, les hypotheses de la proposition ?? étant vérifiées, on peut écrire

+oo +oo
J[ sewdets= [y [ s

400 400 1 +y2 400 dy
= dy 5 dr =2m 1
oo oo (L) (T4 (1 +92)22) o 14y

T (1 Y+ V2y+1
= —= —h’l——l—AI‘Ct \/5 —1 +AI‘Ct \/§ +1
\/5<2 oy 1 g(vV2y —1) g(V2y +1)

—+00

9%

0
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