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Avant-propos

Le présent polycopié est destiné aux étudiants de master en génie civil et aux éléves ingénieurs
des écoles. Le principal objectif de ce travail est d'aider les étudiants a comprendre les notions de
base de I'élasticité. Ceci permet de reconnaitre sous le nom de mécanique des solides homogénes
isotropes déformables a comportement élastique linéaire sous les hypothéses de petites
perturbations auxquelles les solides étudiés sont soumis a des efforts faibles.

Ce polycopié est divisé en huit chapitres:

- Chapitre 1: Introduction sur la théorie d'élasticité ;
- Chapitre 2: Théorie de I'état de contraintes ;
- Chapitre 3: Théorie de |'état de déformation ;
- Chapitre 4: Relation entre les contraintes et les déformations et lois de
comportement ;
- Chapitre 5: Equations générales de I'élasticité linéaire ;
- Chapitre 6: Résolution des problemes d'élasticité plane ;
- Chapitre 7: Flexion des Poutres ;
- Chapitre 8: Etude des plaques minces.
Enfin jespére que ce travail va élargir les connaissances de nos étudiants dans le domaine de

calcul des structures du Génie Civil.

Elasticité (Cours et Exercices). Tissemsilt- 2024
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Chapitre 1
« Introduction sur la théorie d'élasticité»

1.1. Introduction

La théorie de I'élasticité est un premier pas essentiel pour comprendre les comportements
mécaniques des matériaux solides, en particulier ceux liés a leur déformation sous l'influence des
forces appliquées. Elle repose sur I'hypothese que, dans certaines conditions, les matériaux sont
élastiques, c'est-a-dire qu'ils retrouvent leur forme d'origine une fois que les forces externes cessent
de s'appliquer. L'étude de la théorie de I'élasticité implique la compréhension des concepts clés tels
que les contraintes, les déformations, les lois de Hooke, les équations de I'équilibre, et les équations
de déformation.

Ce chapitre ne vise pas a fournir un cours exhaustif de mathématiques, et par conséquent, toutes
les démonstrations ne sont pas détaillées en profondeur. Son objectif principal est de servir
d'introduction au calcul tensoriel, en présentant les outils les plus puissants pour aborder les
problemes liés a la mécanique des solides déformables. Pour tirer pleinement parti de ce chapitre, il
est nécessaire de maitriser un certain nombre de concepts algébriques relatifs a la manipulation de
champs scalaires, de champs de vecteurs, et méme de champs de tenseurs d'ordre deux. Ces derniers
seront assimilés, dans ce contexte, a des matrices grace au choix d'un repére orthonormé. Les
notions fondamentales d'algebre tensorielle nécessaires pour la compréhension de ce cours sont

regroupées dans ce chapitre.

1.2. Notion de tenseur

Un tenseur est un concept mathématique et physique qui généralise les notions de vecteurs et de
matrices. Il est utilisé pour représenter de maniere compacte et abstraite des quantités qui ont des
composantes multiples, telles que les forces, les déformations, les champs électromagnétiques, les
contraintes, etc.

En effet en mécanique des solides déformables, outre les grandeurs scalaires telles que la masse
et les grandeurs vectorielles telles que les forces, on a besoin de caractériser des états de
tension ou de déformation qui nécessitent I'introduction de tenseurs.

On utilise principalement des tenseurs d’ordre 2 pour représenter les états de contraintes et

de déformations et des tenseurs d’ordre 4 pour représenter le comportement.
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1.2.1. Tenseur d’ordre 0 (Scalaire)

Un scalaire est défini par un seul nombre indépendant de la base choisie, qui représente la valeur
absolue de la grandeur physique qu’il représente. Exemples (la masse, la densité, la température,
I’énergie, volume, pression.... etc.).

1.2.2. Tenseur d’ordre 1 (Vecteur)

Un vecteur est une grandeur physique caractérisée par leur direction, leur sens et leur intensité.

Exemples (la vitesse ou l'accélération d’un point matériel, la force...etc.).

Dans une base orthonormée (€, €,,€3), un vecteur ¥ est un ensemble de trois composantes

défini comme suit :

k.
V=1e + e, +vie, = Z"'fé; (1.1)

i=1

\

Xa

Fig.1.1- Coordonnées rectangulaires d’un vecteur
Pour alléger I'écriture, on utilise la convention de sommation d’Einstein, Cette convention
stipule que lorsqu’un indice est répété dans une expression, il convient de faire varier cet indice de 1

a 3 et de faire la somme. On peut ainsi écrire tout simplement:

F=vé (1.2)

En notation matricielle on écrira parfois :

On peut ainsi considérer que le produit scalaire de deux vecteurs est le résultat du produit ligne-

colonne en écrivant :
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v
- . | T
av=u'v={u w, ow) v, b=uy v, +uy, (1.4)

Vv,

A

D’apres la convention d'indice muet, on peut écrire aussi :
WV =D uy, =uy, (15
i=l

Par contre les composantes du produit tensoriel de deux vecteurs s’obtiennent comme le
résultat du produit colonne-ligne (a condition que les deux vecteurs soient exprimés dans la méme

base) :

: wy, wv, wuy,|
oo T
ARV =uv =u, v, v, vi=lwy, wyv, wv,| (1.6)

I, Wy, wy, wy,|
Ou bien : Le produit tensoriel noté @ ou A pour le produit vectoriel
U@V =y, (1.7)

1.2.3. Tenseur d’ordre 2

Un tenseur d’ordre 2, défini sur I'espace vectoriel R?, est un opérateur linéaire qui fait

correspondre a tout vecteur X de l'espace vectoriel R® un vecteur Y de R®. Ce tenseur est

représenté dans la base €; par un tableau d'éléments Ay; appelé tableau des composantes du

tenseur. Il est constitué de 9 nombres (k, | = 1, 2, 3). Dans la base é;, ce méme tenseur est

représenté par un tableau d'éléments reliés aux précédents par I'expression :
A, =C,CyuA,, ijki=123 (1.8)
Ou les termes Cj, et Cj; sont les éléments de la matrice de changement de base.
A; =C,Co A +CCrA, ++CiC A, i,j=123 (1.9

Les composantes du premier tenseur de la base €; sont généralement représentées sous

forme d’une matrice carrée 3x3 exprimée comme suit :

A, A, A.]
A= A?I A_.._.. .-4_..1 | (110)
A, A, A, |
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1.2.4. Propriétés des tenseurs
a. Tenseur identité (matrice unité)
La tenseur identité noté | dans une base orthonormée est un tenseur particulier.
&, 6, &, 1 0 0
=[r]=|8,, 8,, 8, |=|0 1 0] (1.11)
8y, 0y, Oy 0 0 1

=

D’ou : 6; dites les symboles de Kronecker.

l>sii=j
i L. (112)
0 siij

b. Symétrie
Un tenseur A est symétrique s’il est égal a sa transposée :

A=A" = A,=A, (1.13)

c. Antisymétrie

Un tenseur A est antisymétrique s’il est égal a 'opposé de sa transposée :

A=—A" A =—A, (1.14)

M

d. Isotropie
Les composantes d'un tenseur isotrope du second ordre dans une base orthonormée sont de la

forme:

Ay =ad;  (1.15)

i i

e. Trace d’un tenseur
La trace d’un tenseur d’ordre 2 est la somme de ses termes diagonaux :
rA=A,+A,+A,=4;, (1.16)

1.2.5. Opérations sur les matrices

Soit A et B deux matrices de composantes Aj; et Bjj et a est un scalaire.

1. Egalité : A=B: A, =B,
2. Addition: C=A+B:C;=A,+B;
3. Multiplication matricielle : C— AB - AIR] c, Zfln. B,
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4. Multiplication par un scalaire :

C=o04:C, =04,

5. Transposé :

B=A"B -

g =Ay

6. Inversion matricielle :

Alinversede A: A. A=

1.2.6. Régles du calcul matriciel

Avant de manipuler plus avant les matrices, il convient de connaitre les régles suivantes :

Commutativité de la somme :

A+B=B+ A

Associativité de la somme :

A+(B+C)=(4+B)+C

Associativité du produit :

ABC)=(AB)C

Distributivité du produit par rapport a la

somme :

A(B+C)=AB+ AC

Compatibilité :

a(AB)=(aA)B = A(aB)

Pour I'addition et la multiplication par des ()k T ,u,} CA=A-A4p-A
nombres réels A, u:

A-(A+B)=X-A+A-B
Le produit matriciel n’est pas commutatif : AB = BA

Pour les matrices carrées, c'est:

det (A + B) = det (A) + det (B)

(AB)Y =B"A"  det(AB) = det(A) det(B)

1.3. Changement de repére

Une matrice de changement de base nommée aussi matrice de passage

C=[C,]

é=C ¢ +C.é +C ¢,
é,=C,e +C,.e +C,é,

é-; = (‘;|é| T+ {:‘1‘:\{-;_1 + f‘:;é:

(1.17)
J é é
e, r=[cle, (1.18)
e

Ou: Les vecteurs de base orthonormée d'un systéme d'axes (1, 2, 3) : €; = (€;, €3, €3)

3 3T 33
Les nouveaux vecteurs de base : &; = (e4, €3, €3)
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Fig.1.2- Changement de base

Dans le cas d'une rotation ©

cosB  sin® 0
[C]=|-sin® cos® 0 (1.19)
0 { ]

1.4. Déterminant d’une matrice

Le déterminant peut étre écrit en deux formes équivalentes :

A, A, A,
det[A]:|A|:A“ Ay, Apl=epd A, Ay = A A4 (1.20)
A, A, A,

Dans lequel I'indice de la premiére expression représente |'extension de la ligne, tandis que la

seconde forme est I'extension de la colonne. En utilisant la propriété :

;"j-‘:r‘ iy ir
Elif-*tmlr = b_fp b;‘g bjr (1.21)
ak.ﬂ' ﬁiq akr

Le symbole de permutation est particulierement utile pour évaluer le déterminant d’une matrice A.
J | Siijkapparaissent dans l'ordre 12312 ... (est une permutation paire de 1,2,3)
€4 =4—1 Siijkapparaissent dans l'ordre 32132 ... (est une permutation impaire de 1,2,3)
‘ 0 s i j k apparaissent dans un autre ordre (deux indices sont répétes)
Dans le cas ou les indices i, j et k prennent en rotation circulaire les valeurs: 1, 2 et 3.

Une autre forme du déterminant d'une matrice peut étre écrite comme :

det[A]=— A A A, (1.22)

1_',1&: mart Tip

1.5. Polyn6me caractéristique
Les valeurs propres d'un tenseur du second ordre sont obtenues par résolution de

I’équation caractéristique :
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P(i)=det(4-2I)=0 (1.23)
En substituant I’équation (1.22) dans I’équation (1.23), on obtient :
P()=- EE pel Ay — 18, A, — 28, A, —28,,)=0  (1.24)
Soit, Apres développement I'équation (1.24) devient :

POL)=- + 13- L+, =0 (1.25)

Avec
I =md=A,
=Y 4. a4 '}—1[{ A ) A:] (1.26)
3_5_:.-'_@;_ f,ff;__E'rr = :
I, =det[A]

Oou

13, I et I3 sont appelés les invariants fondamentaux du tenseur A.
A1, A, et Az sont appelées les valeurs propres de A.

Exercice :
On considére la transformation :

X'=10x-4y
y'=-2X+2y

Calculer les valeurs propres et les vecteurs correspondant ?

Solution:

Les valeurs propres :
=119 516

10—-14 =4 _ .. _ NN a_
_y 2—A| =0, (10-1)2-1)-8=0
Ce qui donne deux racines : A;=10,90 et A,=1,10

Les vecteurs qui ne subissent pas de rotation s'obtiennent par résolution du systéme pour chacune
des valeurs de A.

Pour A;=10,90 : {—O.9x =0
ourA=18,98 - 1—2x -89y =0
89x -4y =0

Pour A,=1,10: {—Zx +09y=0

Les droites définissent les directions propres (directions principales).

10
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CHAPITRE 2

THEORIE DE L'ETAT DE CONTRAINTES

11
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Chapitre 2
«Théorie de I'état de contraintes»

2.1. Introduction

La théorie des contraintes en élasticité, est une branche de la mécanique des solides déformables
lorsqu'ils sont soumis a des charges externes. Elle vise a déterminer les contraintes et les
déformations qui se produisent dans un matériau sous l'influence de forces externes, telles que la
tension, la compression, la torsion, etc.

La mécanique des solides déformables s’intéresse a I'étude du comportement des solides
déformables, élastiques et isotropes en petites perturbations (petits déplacements et petites

déformations), avec une loi de comportement linéaire.

La théorie de I'élasticité repose sur plusieurs hypothéses fondamentales:
1-Elasticité : L'hypothese fondamentale de la théorie des contraintes en élasticité est que le matériau
est élastique, ce qui signifie qu'il revient a sa forme d'origine lorsque les charges sont retirées.
2-Linéarité des déformations : Cette hypothése suppose que les déformations du matériau sont
linéaires par rapport a I'application des contraintes. En d'autres termes, la relation entre la contrainte
et la déformation est linéaire, conformément a la loi de Hooke.
3-Isotropie : L'isotropie suppose que les propriétés mécaniques du matériau sont les mémes dans
toutes les directions. Cela signifie que les propriétés élastiques du matériau, telles que le module
d'Young et le coefficient de Poisson, sont constants indépendamment de la direction dans laquelle les
contraintes sont appliquées.
4-Hypotheése des petites déformations : L'hypothese des petites déformations suppose que les
déformations subies par le matériau sont suffisamment faibles pour que les variations de géométrie
du matériau soient négligeables. Cela signifie que les déformations sont considérées comme
infinitésimales, ce qui simplifie les équations de déformation.
5-Hypothése des contraintes uniformes : Cette hypothése suppose que les contraintes a l'intérieur
du matériau sont uniformes. Cela signifie que les contraintes sont réparties de maniere homogéne a
travers le matériau.
6-Hypothése de continuité : L'hypothése de continuité suppose que le matériau est homogéne et
continu, ce qui signifie qu'il n'y a pas de vides, de fissures ou de zones de discontinuité significatives a

I'intérieur du matériau.

12



Elasticité (Cours et Exercices).

2.2. Quelle est I'importance de la mécanique des solides déformables ?

L'étude de la mécanique des solides déformables est essentielle pour plusieurs raisons
importantes dans divers domaines de la science et de l'ingénierie. Voici quelques-unes des
principales raisons pour lesquelles il est important d'étudier la mécanique des solides déformables :
a. Conception et ingénierie des structures : La mécanique des solides déformables est cruciale pour
la conception et I'analyse des structures. Que ce soit dans la construction de batiments, de ponts ou
d'autres infrastructures, la compréhension des déformations, des contraintes et des contraintes dans
les matériaux est essentielle pour garantir la sécurité, la durabilité et I'efficacité des structures.

b. Prévention des défaillances : Comprendre la mécanique des solides déformables permet
d'identifier les facteurs qui peuvent entrainer des défaillances dans les matériaux et les structures.

c. Optimisation de la performance des matériaux : En analysant la maniére dont les matériaux se
déforment et se comportent sous des charges spécifiques, il est possible d'optimiser leur
performance. Cela peut inclure le choix des matériaux appropriés, la conception de structures légéres
et résistantes, et la recherche de matériaux aux propriétés spécifiques pour des applications
particuliéres.

d. Simulation et modélisation : La mécanique des solides déformables est utilisée pour créer des
modeles et des simulations numériques qui permettent de prédire le comportement des matériaux
et des structures dans des conditions variées.

En résumé, I'étude de la mécanique des solides déformables est fondamentale pour la conception, la
construction, I'innovation technologique, la sécurité et la durabilité dans de nombreux domaines.

2.3. Forces dans le milieu continu

Soit un domaine solide D, de volume V et délimité par la surface S (voir figure 2.1).

Fdv

Tds
Fig.2.1- Forces agissant sur un domaine solide

Les forces agissant sur ce domaine sont de deux types :

13
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2.3.1. Les forces extérieures ou volumiques (ou massiques) :
Les forces volumiques s'appliquent a toutes les particules du domaine D et agissent a distance

(forces de pesanteur, d'inertie ou d’'un champ électromagnétique).

Fdv est la résultante de ces forces pour le volume élémentaire dv centré au point P.
2.3.2. Les forces surfaciques de contact :

Les forces surfaciques s'exercent uniquement sur la frontiere S de D, ce sont des actions de
contact (pression sur un solide immergé, efforts aérodynamiques sur un élément de voilure,
...etc.).

Tds est la résultante sur I'élément de frontiere ds.

Remarque :
- Les forces intérieures s’exercant entre les particules, du fait gu’elles sont de méme module et

de sens opposes, peuvent étre négligées.

- D désigne, soit un solide dans son ensemble, soit une partie d'un tel solide isole par la pensée
en son sein.

- Nous constaterons que seuls ces deux types de forces existent en fonction de leur mode
d'application, tandis que les forces ponctuelles ou de lignes, appliquées a chaque point le long

d'une courbe, ne sont obtenues que par modélisation ou schématisation.

2.4. Notion de vecteur contrainte

On considere un domaine matériel D que l'on découpe par la pensée en deux sous-
domaines D1 et D2 suivant une surface fictive $ (figure 11.2). Si on isole la partie D1, celle-ci est en
équilibre sous I'action des efforts extérieurs qui lui sont appliqués et de l'action de surface
répartie exercée par D2.

On considere maintenant autour d'un point P, un élément de surface dS infiniment petit et situé
dans le plan de coupe. L'action de surface exercée par D2 sur D1 est caractérisée par un torseur
d'action interne de résultante T(P, n).ds sur cet élément de surface dS.

Au point P, cette quantité dépend aussi de l'inclinaison de la surface coupée et donc, de la

normale unitaire 7 a cette surface. D'oU la notation suivante :

T(P.m)=dF/dS (2.1)

14
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Fig.2.2- Coupure sur une facette

T(P,m) Se nomme vecteur contrainte en P relativement a la direction de la facettem. Par
convention, la normale choisie est la normale sortante par rapport au solide auquel s'applique la

contrainte.

Remarque : 7 de composantes (ny, ny, n,) étant unitaire:
nnt e =1 (2.2)
T

D'apres le principe de I'action et de la réaction, la partie D2 sera soumise de la part de sur D1 a un

vecteur contrainte opposé :
T(P.i)=-T(P i) (2.3)

—

La projection deT(P,m) sur 1 est la contrainte normale a la surface dS on la note
généralement M, qui représente une valeur algébrique positive (traction) ou négative
(compression).

o =nT(P.i (2.4)

3

i

T( P i)

Fig.2.3- Composantes du vecteur contrainte

15
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La projection de T(P,r_i) sur le plan contenant dS est la contrainte tangentielle 7, (contrainte

de cisaillement).
t, =1.T(P i) (2.5)
Donc le vecteur contrainte peut étre décomposé en sa composante suivant 7 et sa projection sur

la facette:
T(P.i)=g i+t (2.6)

Remarque : Selon (théoreme de Pythagore):

i =o. kI @)

Pour une facette donnée, on distingue différents cas :

1. La facette est en traction (o > 0) : Le vecteur contrainte «tire » sur la facette puisqu’il est
dirigé selon la normale a la facette ;

2. Lafacette est en compression (o < 0) : Le vecteur contrainte «pousse » sur la facette ;

3. Lafacette est soumise a de la traction pure si (t =0 et o > 0) ou de la compression pure si (T =0
eto<0);

4. La facette est soumise a du cisaillement pur (o =0et t # 0);

5. La facette est libre (o =0 et t=0).

2.5. Tenseur des contraintes de Cauchy

Considérons une particule tétraédrique (Voir figure 2.4).

K* n_n_dST_"[P ,—?}

n,dST(P,—}) dST(P, i)

__pf{

f n_dST(P k)

Fig.2.4- Tétraédre infiniment petit
Considérons le bilan des forces agissant sur la particule (Tétraédre: Voir figure 2.4), nous

constatons que sur chaque facette du tétraedre s'exercent les forces suivantes :
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Sur PBC: T( P—i)n_dS
ds pRC n ds

Sur PAC: T( P, }]1:'_1_.::1"}' Avec dSp,.
dS p . = n.dS

=ndS et n :nrxi' +n_,.f +n:£ (2.8)

Sur PAB: T(P ,—k)ndS
Par la relation vectorielle et selon I'équilibre du tétraédre sous I'action des forces appliquées sur

ses faces :

T( P,ii)dS + T(P ,~i)n dS + T(P .~ j)n dS + T(P ~k)ndS =0
(2.9)
T(P.A)=T(P .in +T(P jn, +T(P k)n,

Sous forme matricielle :
{F(P ii)|=[o(P )i}
Ou: (2.10)
ip.ay=|lfp i) FP. ) Fp.kln

Ou [o(P)] est le tenseur des contraintes de Cauchy en point P.

Les composantes du tenseur des contraintes selon la figure 2.5 sont :

T?G“ T(P k)

(2.11)

a’
~
[

|
3
Q
a

Q
|.q -

Sous forme développée I'équation (I1.14) peut étre réécrite comme suit :
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_ [T, L N o
{f{ P.i)j={T,|={c,n +o,n +o.n (2.12)
Iu, I:. G'_t".w - G:,r"y + o-::":.

Soit :

T(P i)= (ﬁ_m_nr to.n, to,n ); + {n W, to n o n J; + {GJHI taon, +o_n, H (2.13)

Au point P, la contrainte normale g, , a la facette élémentaire de normale 7 est:
= . :
o, =l P.i)|={n)[o(P)fn} (214)
Sur la facette 7 par exemple, le vecteur contrainte est :

T(P.i)=c,i+c, j+o k (215

La contrainte normale et le vecteur cisaillement sur cette facette sont :

iT ;T{ p =;] = O
et ‘ ‘ (2.16)
t,=oc_ jto k

2.6. Symétrie du tenseur des contraintes et Réciprocité des contraintes tangentielles

Considérons un parallélépipede élémentaire infiniment petit (figure 2.6).

Fig.2.6- Symétrie et Réciprocité des contraintes tangentielles

En équilibre en rotation, quand les dimensions de la particule sont trés petites et tendent vers

zéro on aura:

18
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XV o
Giji—0ji = o,=0, (2_17)
G.u =U”

Les contraintes tangentielles sont égales en module. Le tenseur des contraintes en un point est

donc symétrique de 6 composantes indépendantes.

[s( P)]=[a(P)]  (2.18)

2.7. Equations différentielles d’équilibre

Soit un petit élément parallélépipéde s’appuient sur les axes du repére (x, y, z). Ce parallélépipede

a pour coté (dx, dy, dz). Soit F la force par unité de volume de composantes Fy, F, et F, qui s’applique

sur cet élément.

Le tenseur o de I'équation (2.11) s’écrit aussi :

[U( P :']|mi,;=.£:- =

Tyx  Oypy Tyz| (2.19)

Toe Tay O

Fig.2.7- Equilibre d’un petit élément parallélépipede

Pour faciliter I'écriture des équations, nous projetons I'équation d’équilibre statique sur une

direction donnée.

Le systeme d’équation d’équilibre est donné par :
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XX + + I T F _ﬂ
- - - x
ox oy oz
- =
[ln) o0 o0 (a7
B2y B4 Fo0 oy L4+ E=0 (220
=1 =T ¥ - !
ox ay oF o

ox cy 0z
Ces équations sont appelées équations d’équilibre et doivent étre satisfaites en tout point

du corps.

2.8. Contraintes et directions principales
L'état de contrainte dans un domaine matériel est un état tensoriel. Dans une base (Xl,XZ,XS), le
tenseur des contraintes est de la forme (Tenseur de CAUCHY):

013 01, O3
[O-(P)]: O1p Oy Oy (2.21)

—

O3 O, O35 J\X1, X, X5

Il existe un systeme d'axes particulier qui représente les "directions propres" de la matrice. Ce
repere est appelé le repére principal des contraintes(N,,N“,N”,). Dans cette base la matrice
représentant |'état de contrainte prend une forme diagonale :

o, 0 O
[O-(P)]: 0 o O (2.22)
0 0 oy (NI’NII’NIII)
Avec: 0,220,220,
La détermination des contraintes principales passe par la diagonalisation de la matrice des
contraintes. On doit ainsi rechercher les solutions de I'équation :

det(o(P)-A1)=0 = -+, 2—1,4+1,=0 (2.23)

Quelque soit le systeme de référence (Xl,XZ,X3) choisit, on doit trouver les mémes valeurs de

contraintes principales. En conséquence les quantités I3, I, et I3 ne doivent pas dépendre du systeme
d'axes. Ce sont les invariants du tenseur des contraintes :

om0 e i)
2=\01105,7 0 10,0330 ,3 +0330,, 03 E Oi0w O (2.24)

I3:det(0'ij)
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- Tenseur déviateur des contraintes

Il est toujours possible de mettre le tenseur des contraintes sous la forme d'une somme d'un tenseur
sphérique et d'un tenseur déviateur de trace nulle :

tr(S)=0
[o(P)ko,, 1+S avec I, (2.25)
On="
3
o, | est le tenseur hydrostatique.
S est Le tenseur déviateur des contraintes:

011 =0y Oy, O3
S= o, O, =0, O3 (2.26)
O3 O3 033 =0,

2.9. Représentation graphique (Cercle de Mohr)

Le cercle de Mohr est un outil graphique utilisé en mécanique des milieux continus et en
mécanique des solides déformables. Le cercle de Mohr est particulierement utile pour analyser les
contraintes et les déformations dans un matériau ou une structure soumis a des charges externes,
qu'il s'agisse de forces ou de moments. |l permet de visualiser les contraintes principales, les
contraintes de cisaillement, les angles de contrainte, et d'autres propriétés importantes du matériau
ou de la structure.

A chaque facette 1, nous pouvons donc associer un point dans le repére (o, tn) orthonormé.

Lorsque I'angle @ varie, ce point décrit le cercle de centre (d, 0) et de rayon r (figure 2.8).

ATy d=—(o,+0o,)

d

U':{ o, L

P F=

(or,— o)

=] m|—m|—

>

-20

Fig.2.8- Représentation graphique par le cercle de Mohr

(2.27)

o, =i.T(P,ii) = {n}T [a(P)]{n} = o) cos® 8 + oz sin“
= T(P,it) = {t}V [o( P )] {n} = —o1 cos @ sinfl + a2 cos @ sin b

Soit

[—

avec d =

{ op =d+ 1 cos(—26)

1
= 1 sin(—26) (o1 +a2) et r= E(m —as)  (2.28)

2
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D'apreés la figure (2.9) ci-dessus, géométriguement, les contraintes principales (pour un état plan

de contraintes) sont simples a déterminer :

GC=G_“+G”=GI+G!
2 2
vl > 1] _‘j--J ] 0, — 0O
R=[|l6,-0C) +0° = || —2| +5° =——2=
Jooorvar - | 222 e -2
(2.29)
0, =0C+R
G, =0C-R
X¥ 2.G".'
tan 28 = ' = -
g,—0C o, -0,
t
T G.\"'—? GYV
"._;,'[:'.'

_ sens de rotation
N\ positif

_—facette principale a ) = (F

facette a 8y = +7/4

Fig.2.9- Cercle de Mohr pour un état plan de contraintes
Pour : 0, > 0, > 03, Le contrainte de cisaillement maximum est donne par la formule suivante :

T

I T

= maxf, | = 2o, ~ 0| (2:30)

On appelle I'intersection des trois cercles le tri-cercle de Mohr (figure 2.10).

by
5 }CT

Fig.2.10- Tri-cercle de Mohr
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2.10. Etats des contraintes particuliers

Etats des contraintes

Le tenseur des contraintes

Représentation graphique

1. Etat de contrainte uni-
axial (traction ou
compression)

- Sioxx>0, état de

traction simple

- Si oxx<0, état de
compression simple

Th

% O
3
Fig.2.11- Etat de traction uni-axial

Oy =03 =0 O =G, =

2. Etat de cisaillement pur

Tn

>
O, =—T (o 8 O

4 A

O =T

Fig.2.12- Etat de cisaillement pur

3. Etat de tension ou
compression hydrostatique

© >,
L8] =UE=U:§=U

Fig.2.13- Etat de contrainte isotrope

4. Etat de contraintes
planes

P X
o
U_.-.
g, g, 0
ls(P)]=|c,, o, 0
o 0 0

»
G oy a, T

s

Fig.2.14- Etat plan de contraintes

5. Contraintes combinées :

: Dans de nombreuses situations, les matériaux et les structures sont
soumis a des combinaisons de contraintes, ce qui peut rendre |'analyse plus complexe. Par exemple,

une piéce peut subir a la fois des contraintes de traction et de flexion.
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Les états de contraintes particuliers font référence a des conditions spécifiques dans lesquelles les
matériaux ou les structures sont soumis a des contraintes particulieres. Ces contraintes peuvent étre
dues a des charges, des températures, des pressions ou d'autres facteurs environnementaux.

2.11. Les équations de conditions de chargement sur les frontiéres (Conditions aux limites)

La connaissance des conditions aux limites de I'état des contraintes et des déplacements est
essentielle en mécanique des structures et en ingénierie. Les conditions aux limites font référence
aux contraintes et aux déformations imposées ou autorisées a la périphérie d'une structure ou d'un
composant. Elles jouent un réle crucial dans la modélisation et I'analyse des comportements des
matériaux et des structures.

Les conditions aux limites se décomposent généralement en deux catégories principales :

1. Conditions aux limites de contrainte :

- Charges appliquées : Les contraintes sont liées aux charges appliquées a la structure. Vous devez
spécifier comment ces charges sont distribuées sur la surface ou la frontiére de la structure.
Conditions de contact : Lorsque deux parties de la structure entrent en contact ou en appui, vous
devez définir les conditions de contact appropriées pour tenir compte des forces de contact.

2. Conditions aux limites de déplacement (ou conditions de déformation) :

- Fixation : Il s'agit de la fixation ou de I'immobilisation d'une partie de la structure. Par exemple,
lorsque vous fixez un poteau au sol, vous imposez une condition de déplacement nul a la base du
poteau.

- Déplacements imposés : Dans certaines situations, les déplacements a la frontiere d'une structure
sont spécifiés. Par exemple, lors de la conception d'une poutre, vous pouvez imposer un
déplacement vertical précis a I'une de ses extrémités.

- Symétrie : Dans certains cas, vous pouvez utiliser la symétrie pour simplifier les conditions aux
limites. Par exemple, si une structure est symétrique par rapport a un plan, vous pouvez supposer
que les déformations et les contraintes sont également symétriques.

2.12. Conditions aux limites sur les parois d’un barrage (Exemple) :

o

Pean —
e -
P = pgy —> e
V3 R
.
o b —
———— P béron
—e] 4 B

!

v

Fig.2.15- Conditions aux limites sur les parois d’un barrage
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L’état des contraintes et donc des efforts internes au sein d’un barrage est déterminé en
particulier par la pression exercée par le fluide sur ses parois (Figure 2.15).

Le vecteur de contrainte sur la paroi verticale (x=0) en contact avec le fluide est la suivante :

- ] - Ty G.'I:_I-' S 1: -Pl .G-r..,- =-P
T(P .iiy,) =[o( P)lin,, |=Pi o, o, 6. K0}=10y=16, =0 (231
o, o, o.|l0] | {}‘ 5., =0

Sur la paroi libre et inclinée d’'un angle (6) par rapport a y, nous avons:

. B ,G.“".\ +o,n, +o,.n, [!}
T(P .iiy,)=[c{ P)lng,l=0 =!o URE N RN 1 0 (2.32)
0

Les valeurs des contraintes ainsi trouvées sont relatives uniquement a la frontiere considérée. |
faut émettre d’autres hypothéses et revenir a I'équation d’équilibre pour identifier I'état des
contraintes dans tout le barrage.

2.13. Critéres de limite élastique
A)- Critére de Tresca

En un point, la valeur absolue de la contrainte de cisaillement atteint une valeur critique.

1
17 x| =5 i,gﬁe{gs}\ai - GJ\ (2.33)
1#]

Notons 0./2 la valeur maximale de la contrainte 0.4 :

Q

O oqmax =—2 (2.34)
2
PPN PRSI Ay
r?,,,i,; =y L Tpax = 71 7

Fig.2.16- La contrainte dans le plan de Mohr
Ainsi,
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Le critére de Tresca s’écrit :

‘0 o)<, (2.35)

|JelZ3
i#]

Autrement dit, la contrainte équivalente de Tresca est égale a :

o'eq(o'l’o'z’o's)_ljeln‘o' O" (2.36)

i)
Pour un probléme plan (o3, 0;) avec 03 = 0.
O (0-17 03, 0-3): max qo-z _0'1|’ |0'1|' |O-2|) (2.37)
B)- Critere de Von Mises (Critére énergétique)

Le critére de Von Mises s’écrit :

%\/(0'1 -0, )2 "'(0'2 _0'3)2 "'(0'3 _0'1)2 <o, (2.38)

Autrement dit, la contrainte équivalente de Von Mises est égale a :

1 2 2
o, (0'110'2'0'3 \/ (0'2 _0'3) +(0'3 _0'1) (2.39)

ou encore

2 2 2
O (0'1,0'2,0'3)=\/0'1 +0, +0, —0,0,—0,0;, —0,0, (2.40)

Pour un état de contraintes planes quelconque (correspondanta o3 =0)on a

2 2 2
Oy = \/0'11 +0,, —0,,0,,+30,, (2.41)

et que pour un état de contraintes spatiales quelconque

1
O = E \/(0'11 — 0y )2 + (0'22 — 033 )2 +(0'33 _0'11)2 + 6(0'122 +0'223 +0'321) (2.42)

- Comparaison des critéres de Tresca et de Von Mises
Pour toute cette section, on supposera donc que g, est strictement positif.

On donne le lemme suivant : Pour tout (o3, 02, 03) ER3, ona

O'XqM (0'1’0'210'3)S O'eTq (0'1’0'210'3) (2.43)

Remarguons qu’en majorant naivement, chacun des carrés par le maximum, on aurait

1 3
a:qM<al,az,ag>=EJ<al—az>z+<az—ag>2+<as—al>2s@,jemxa o] (a4
#)
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_. van Bfizes (}.3 "

Vion Mises

Il

| _-Tresca

&

&
El'|_|'g"'

Fig.2.17- Critéres de Von Mises et Tresca dans le plan des contraintes
Le critere de Tresca est plus sévére que celui de Von Mises, I'écart maximal entre les deux
critéres est 1 —+/3/2 soit un écart de I'ordre de 13%.
Cela est équivalent a : pour tout (o3, 02, 03) ER?’ ona

0-;1(0-110-210-3)-<0-e :>O';/qM (0-1'0-210-3)'<O-e (2.45)

Exercice N°1:

Un état de contrainte est défini dans I’espace par les valeurs suivantes :
ox =-100 Mpa ; o, = 150 Mpa; o, = 50 Mpa; Ty, = T,x = 65 Mpa ; Ty, = T, = 80 Mpa ; 1y, =T, =25 Mpa.
1°)- Déterminer les contraintes principales en un point du corps aprés avoir écrit le tenseur des
contraintes.
Solution :

Tenseur des contraintes :

~100 65 80
[T]=] 65 150 25| (Mpa)
80 25 50

L’équation du troisieme degré, correspondant a cet état de contrainte, s’écrit :

0°-1000” -237500+1598750 = 0.

La solution de I'équation cubique ou la recherche des valeurs propres du tenseur de contrainte
donne les trois contraintes principales, soit pour des grandeurs arrondies a 0,1 pres :

o; =182,2 Mpa.

o, =61,2 Mpa.

o3 =-143,4 Mpa.
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Exercice N°2:

Considérons les trois états plans de contrainte ci-dessous (figure 1). Les axes sont principaux. Les
contraintes sont en MPa.
1°)- Ecrire les matrices relatives a ces trois états de contrainte.

2°)- D’apres le critere de VON MISES, quel est I’état de contrainte le plus dangereux ?

y Yy y
'y 1 700 & ] 600 3 I 400
100 -100 -400
 —— — —
=X » X X
P P P
Cas (a) Cas (b) Cas (c)
Figure 1
Solution :
100 0 0 100 0 0 400 0 0
oy =| 0 700 0|MPa:[c]})=| 0 600 0|MPa:[cli)=| 0 400 0|MPa
0 0 0 0 0 0 0 0 0

La contrainte o en 2D compte tenu que dans les 3cas 0270 s'écrit :0'" = \Jo? + o} 0,0,

Ol = V1007 +700% —100.700 ; Ciw = J100% +600% +100.600 ; O = V4007 + 400° +400.400
o = 655,74MPa oo™ = 655,74 MPa oM = 692 82 MPa

g

L'état de contrainte le plus dangereux, au sens de VOMN MISES, est donc le cas (c) .
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CHAPITRE 3

THEORIE DE L'ETAT DE DEFORMATION
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Chapitre 3
«Théorie de I'état de déformation»

3.1. Introduction

La théorie de I'état de déformation est un concept utilisé principalement en mécanique des solides
déformables pour décrire le comportement d'un solide ou bien d'un matériau soumis a des charges
externes, ce qui entraine une déformation. Cette théorie vise a comprendre et a prédire le
comportement des solides déformables en analysant I'état de déformation au sein de la matiere.

La théorie de I'état de déformation s'intéresse aux changements de forme et de taille d'un solide
sous l'influence de forces extérieures. Elle explore les relations entre les contraintes (forces
appliquées par unité de surface) et les déformations (changements de forme et de taille) subies par le
solide.

3.2. Les déformations locales

L'état local de déformation fait référence aux changements de forme et de taille qui se produisent
a un niveau microscopique ou infinitésimal a l'intérieur d'un matériau. Il est souvent étudié dans le
contexte de la mécanique des matériaux et de la déformation des solides. Les déformations
provoquant des variations de longueur et des distorsions angulaires caractérisent les changements de

forme.

Déformation eRotation

Translation \ ‘) Déformation
(¢ =
Rotation rigide %l

k Translation ngide {
Etat initial e s

Déformation ¥

I\ .’ Rotation rigide
. —~

o

i ¢ SN
Fig.3.1- Transition d'un petit élément de matiéere de I'état initial a I'état final
La transformation géométrique qui décrit le passage d'un petit élément de matiere de I'état initial
a I'état final se décompose en translation, rotation et déformation, comme illustré dans la figure 3.1.
3.2.1. Cas d’une barre soumise a un effort de traction
Soit une barre de longueur lp (en matériau homogéne) soumise a un effort de traction F (voir la figure
3.2).
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1

I
!
|

Fig.3.2- Barre soumise a un effort de traction

La déformation relative ou extension :

NIk

L1] 1]

E=

La variation relative de diametre correspond a la déformation transverse :

. _Ad_d,~d
=== (32)

] 1]

Le comportement du matériau est élastique linéaire, cela est exprimé par la relation suivante :

F A F
c=—=F— Tantquc:Eiﬁ

S ; (3.3)

I
0

Avec : S est I'aire de la section droite, 0. est la contrainte de la limite d’élasticité et E est le module
d’Young.
3.3. Etat des déformations en un point

Si I'on associe au solide au repos 3 points M, N et P qui deviennent M’, N’ et P’ dans la
configuration déformée, on remarque qu’une déformation s’accompagne de variations de longueur

et de variations d’angle, soit :

— — e T e
||MN|| £ |:.-'kr1' N'” et PMN #PMN (3.4)
Ji.-'. Configuration initiale C

Configuration courante C7

Fig.3.3- Transformation d’un point et d’un vecteur

La position du point M est décrite par :
31



Elasticité (Cours et Exercices).

X
OM=F= y (3.5)
N est un point infiniment proche de M, donc :
x+dx
o —_—
ON =OM+MN =7+df = | y+dy (3.6)
z+dz

Le vecteur déplacement & est une fonction continue et dérivable dans I'espace 3D(x, y, z), soit :

Juixﬁy.zl'
a{x,y,z) = vix, ¥.z) (3.7)

wix, ¥.2)

On peut alors écrire le vecteur déplacement du point N comme :

wlx+dx, y+dy, z+dz) u+ du

ﬁ}’ = | vix+dx, y+dy, z+dz) | = §+dd=| v+duv (3.8)
wix+dx, y+dy, z+dz) w + du
3.4. Tenseur de déformation
Dans une base (Xl,XZX3), le tenseur des déformations est de la forme:
& 17 17
11 /12 7713
€11 €12 €3 1 2 %
EF &1 € Ep3 o 25712 €2 57/23 o (3.9)
13 &3 E33 (Xl’X21X3) 1 1 (Xl’XZ’XB)
V13 V23 Ea3
2 2
Ou
g oM. v, oW, _Ou v _Ou oW v oW
1T 50t ay1 33 az’ny oy aXJ/xz pe 6XJ’yz oz oy

Le tenseur € de I'équation (3 .9) s’écrit aussi :

Ex gw €y

Xz yz

3.5. Composantes du tenseur de déformations
Les composantes du tenseur de déformations dépendent du matériau spécifique et des conditions

aux limites. En général, le tenseur de déformations a six composantes indépendantes pour un
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matériau isotrope en trois dimensions. Ces composantes sont souvent notées Exi Ey i Vi Viar Ve -
Les trois premieres composantes (&,;&,,;&,,) représentent les déformations normales le long des
axes x, y et z, tandis que les trois derniéres (yxy;yxz;yyz) représentent les déformations de
cisaillement le long des plans xy, yz et xz.

3.5.1. Extensions

Le changement de distance entre deux points matériels dans un milieu continu est appelé

déformation et comprend généralement a la fois le déplacement et le changement forme.

Les extensions sera définie comme suit:

|
. ﬂh—-‘r’ﬂ"
a . . " déformarian
on 1 [Ew)' [E‘v] [ij‘ ....... '
g, =—+—=||=—| +|=—| +|=—
&x 2 ax &x ﬁx a—— )
défarmuniion
2 2 2 ¥
v 1| cu ov e
g, =—+—||=—| +|=| +|=| | (3.112)
dv 2|l ay cy cy
X
Y 2 2
£ =@+l [L] + EJ +[ﬁ_""] Fig.3.4- Cube infinitésimal avant et aprés
Codr 2)\az) \az 0z ] .
déformation
: Zdy Zdz
4 &S Ty X, 0
A D G D G
oy B e e R (N i | L P S
—dy s —a’zf 1
cy :
....... bz |- -
y‘.dy D[ ’ ‘ ‘ DE‘ ]
B B,
i G =z 0w
R e I — dx
A T AL Do cx
D'T T' ;‘_,' 11 ' -
A . Cu ol R T B, On
Ap ' B, M I 2 dx
e E I Lo
,; x+.dx < X X x+dx =

Fig.3.5- Projection sur le plan x-y Fig.3.6- Projection sur le plan x-z

Dans le cas des petites déformations les composantes des vecteurs déplacements et leurs
dérivées partielles sont des quantités infiniment petites, on peut alors négliger les termes du second
ordre par rapport a ceux du premier. Les extensions finales suivant les trois directions du repere

d’axe (O/x,y, z) :

[»)]
=

(3.12)

2l
-
L=
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3.5.2. Distorsions

Les déformations angulaires sont appelées Edy
y ay,
déformations de cisaillement: t iy C|
QP
—dyf D
. ] g -
‘rrx'r — ﬂ U_v — zEJ‘"lI 6!}’ T'J
Tody ik ' I
o ow (3.13) f” . 1y
. . dy o '}Irl__!____ — X
V=2 T =2, T Ay By C
oz oy v : -}
o Ow A O B Cu
r =— - = EE\ 4 T g de
0z ox : : >
o :.P dx _:_-.: X

Fig.3.7- Déformation angulaire d’un élément

Le tenseur de déformation est symétrique d’ordre 2 peut exprimer sous la forme matricielle

suivante :
Cow 1(ou év) 1(éu ow)]
— | — — — — —
cx 2l dy dx 208 ox
E.Tl' E:l'_'l' E.'I.': - .I &p -
ov ow
[I"{P}]IP.E.I'.E: T Ey Ey Ex T 5 E[E"‘ﬁ—y] (3.14)
£y ty:. £, S
Sym —
P

3.5.3. Rotations

Les composantes du tenseur de rotation peuvent étre assemblées

sous la forme suivante :

0 o, o,
[Py =|0p 0 o,
@, O, 0
[ I(cu ov| 1w ow | -
0 = ———] === 3.15 x
2[(}* f-‘x] I{r: rx] (3.15)
B l[:‘_—v _F_n] 0 l[ﬂ_f_"’] Fig.3.8- Elément plan en
2\ax oy 2l oy rotation autour de I’axe z
TERANTE- AR
_2 iy dz) 2\ ay oz ]

3.6. Dilatation volumique
La variation relative de volume ou bien la dilatation volumique au cours des petites déformations est
un invariant peut étre déterminé comme suit:
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d [_?_d[_zl_. {I-|- L"l_‘_} [_I +E11- } {] T E::} ‘:.T ﬁufl’ifz —dej-‘dz
g = = =
' dV; dxdydz

(3.16)

Avec: dV; : Volume initiale, dVs : Volume final.

sydy
- y

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fig.3.9- Changement de volume et de forme
En négligeant les produits des déformations
Ey = EqtEyFE gy = EyHExytE == tr[g] (3.17)
3.7. Déformations et directions principales
Il existe un systéme d'axes particulier qui représente les "directions propres" de la matrice. Ce
repere est appelé le repére principal des déformations(N NN, )
Dans cette base la matrice représentant |'état de déformation prend une forme diagonale :

g 0 0
e=| 0 ¢, 0 (3.18)
0 0 ¢ (N|1NII1N|||)

Avec: €,2¢&,,2¢&,,
La détermination des déformations principales passe par la diagonalisation de la matrice des
déformations. On doit ainsi rechercher les solutions de I'équation :
det(e-A1 )0 =~ +1, 22 ~1,A+1,=0 (3.19)
Quelque soit le systeme de référence ()21,)22,)23) choisit, on doit trouver les mémes valeurs de

déformations principales. En conséquence les quantités I;, I, et I3 ne doivent pas dépendre du
systéme d'axes. Ce sont les invariants du tenseur des déformations :

I =tr [g] =&, 1€y, tE53

2 2 2\ 1 2
Izz(gngzz_glz +TE,yE€33— &3 +E3381,— 613 ):E(giigkk_gik ) (3.20)

|3:d6t(gij)
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- Tenseur déviateur des déformations: Il est toujours possible de mettre le tenseur des

déformations sous la forme d'une somme d'un tenseur sphérique et d'un tenseur déviateur de trace

nulle :

tr(s‘ ):0

e=¢, 1+s° avec I,  (3.21)
En=0
"3

&, | est le tenseur hydrostatique.

S* est Le tenseur déviateur des déformations:

€117 €n 2P €13
S = & &y —&n €3 (3.22)
€13 €93 33 =€y

3.8. Etats des déformations particuliers

3.8.1. Etat de déformations simples

a)- Extension géométrique

Z
00 o . L(1+¢)
=50 0 0| (3.23) *
00 & y

Fig.3.10- Extension géométrique

b)- Expansion

£

& 0 0 L L(1+e)
e< 0 ¢, 0| (324) x

0 0 =« Y
Fig.3.11- Expansion

c)- Cisaillement simple

5
e
0 0 %
Ve 0 X
-0 0 0 |:L2e=2 (3
£ b > "5 (3.25) ¥
2

0 O
Fig.3.12- Cisaillement simple

d)-Cisaillement pur Z
8
0 O 7/xz /I—‘x
e 0 0 0] (3.26) A ¥

Y« 0 0

Fig.3.13- Cisaillement pur
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3.8.2. Etat de déformations planes
L’état de déformations planes est, parmi les formulations 2D de la mécanique du solide, la seule
formulation qui ne repose sur aucune approximation. Cet état existe par exemple dans un objet

contraint dans la direction z entre deux parois rigides (aucun déplacement dans la direction z).

u=ulx,y)
v=v(x,y) (3.27)
w=10

Le tenseur des déformations donné par la formule suivante :
Ex.r EJ.].' ﬂ

[E(P ]]= €, £,

0 0

0| (3.28)
0

3.9. Représentation graphique de I’état de déformation en un point

Cercle de Mohr - déformations

| A%n :

Transformation des déformations

('—;—'1-) - (';;—'l-)cosﬂl-«— (%=) sin 20

o
3
Il

a
Il

(=3%=) — (=3%) cos20 — (%) sin29

W
I

— (=5%) sin26 + (%) cos 26

€n + € = €x + €,

Déformations principales (normales)

+ TN s
(252) +/(522) + (3@ =com+R

€

tan 20,1

-~ —_ -~

Jmax = ~Tmin = €1 — €2

es2=3(e1 +€2)

m

wn

—
|

Fig.3.14- Cercle de Mohr pour un état de déformation en un point
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3.10. Les équations de compatibilité

Les équations de compatibilité sont un ensemble d'équations mathématiques qui expriment les
conditions sous lesquelles une déformation ou un mouvement est compatible avec un matériau ou
une structure donnée. Ces équations sont couramment utilisées en génie civil et en mécanique des
structures pour analyser le comportement des structures déformables.

En général, les déformations sont obtenues par la dérivation des déplacements. Pour comprendre
cela, considérons un matériau sous l'action de forces externes. Les déplacements des points a
I'intérieur du matériau, sous l'influence de ces forces, peuvent étre mesurés. La déformation est alors
définie comme le changement relatif de longueur d'une ligne dans le matériau, qui peut étre calculé
en dérivant les déplacements par rapport a la position.

Mathématiquement, si u(x) est la fonction de déplacement en fonction de la position x, la
déformation € peut étre exprimée en termes de la dérivée de u par rapport a x: (€= du/dx).

Cette expression représente la déformation axiale pour une dimension. Dans le cas de
déformations bidimensionnelles ou tridimensionnelles, des dérivées partielles sont utilisées pour
décrire les déformations dans différentes directions.

Exprimées en fonction des composantes du tenseur de déformations ces conditions nous donnent

un systeme de six équations :

b

o

~2 5 . ~2 =2
o [E F‘.i-.u [ oE
————————+———=0| (3.29)
oxX, 0x, OX,0X, OX 0x, X CX,

=

a

-
P

Les équations de compatibilité sont données comme suit :

d'e,. C&, _dE,
7 T a7 T e ]
ay dx” cxcy
‘ g o'e
7 ) T .
=,
og” o pog
1 =3 =1
0e, g 0,
44 e A =
~ 2 2 =2 ey,
X &8 CXOZ
= = 2 o A (3-30)
e F".‘I.-J.' — r_[ {8.1'-. ; LL.\': } {Eﬂw
= =) = s - |
cydz  dx| dx cy cr )
=T = I = = - ™y
CE.. _f_.- _t-i—.“ N E +£LF ‘
oxcz oyl oy O ox
=1 = o =
':E*:: =i_[_[:f“.+tfh +r*1'1
axdy oz (4 ox oy )
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Soit sous la forme suivante :

2 =1 -7 =~z = - -] Ny
r fﬂI” r f el r f|1 'r- f” f hl'|'| f- £1| 1H‘f|'|
—+ =—2—==0 ——+— =1
ox,”  ox)” cx, o, or,cy, ox |\ drx, dx, dx
08, 0°&, ,0 &, 0 e, 0O |0& Jg, 0&y
L L - - -
[E4e C, X, CX, 0X, OX, CX, X, X ox, J
2 z 7 -7 = - -
d &y 078, 2 c" &, 0 0'gn, 0 0g, 0&, O&,
P R = Sl = ~ A A
f, f, 0x, 0x, oy, 0x, oyl dx,  dx,  ax,

3.11. Mesure de I'état de déformation a la surface d'un corps

(3.31)

Pour mesurer |'état de déformation au point P, on utilise des "jauges de déformation". Ce sont des

résistances (R=120Q) tres minces que |'on colle sur la structure au point P.

Grille

(]' ‘Prpfegﬁun

— Copper-Coated Tabs —Grid

\\I" |Cosse de liaison

Fig.3.15- Jauge de déformation (extensométre)

On utilise pour mesurer les dilatations linéaires unitaires des dispositifs appelées "rosettes",

constituées de trois jauges collées sur le méme support et espacées angulairement de 45° ou 120°.

FM=H

MMzM o 1

oo | gl AW

Rosette [ 1 2 & o

0°-45°-90°
Rectangular
Rosette

Fig.3.16- Types des Rosettes

A la surface d'un corps la matrice des déformations s'écrit :

€ Eq O
[elo: = |6 &, O
0 0 ¢,
La déformation &,, n'est pas indépendante. Elle vaut :
v
En = _l— "L"{au +£-,,r-,.r)

(3.32)

(3.33)

™

—

0°-60°-120°
Delta
Rosette

On effectue une troisieme mesure de dilatation linéaire unitaire dans le plan xy suivant un axe h.
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Fig.3.17- Dilatation linéaire unitaire dans le plan xy suivant un axe h
La dilatation linéaire unitaire €5, suivant I’axe h se calcule par:

£ +¢& €, — & .
B =~ LA > ™ cos20 + &, sin20 (334)

Exercice :
On considére un point P a la surface d'un corps en un endroit ol ne s'applique aucune force
extérieure. Les résultats enregistrés sur chaque jauge d'une rosette a 45° collée dans le plan tangent

en P sont respectivement : jauge J;: 950 ud ; jauge Jo: -175 ud ; jauge Jo: -475 ud.

1°)- Quels sont les éléments principaux de la déformation ?

-~

2°)- Dans quelle direction a' enregistrerait-on une dilatation linéaire A

nulle ?
3°)- Dans quel systéeme d'axes enregistrerait-on une distorsion

extremum ?

Solution:

Le point P se situant a la surface d’un corps ol ne s’applique aucune force extérieure, la forme de la

matrice des déformations est la suivante :

Euow Ex O
[ely: = |8 &, O
0 0 e

Iz

Les jauges J et J, mesurent respectivement les dilatations linéaires unitaires &, et €,.
La demi-distorsion angulaire &, est déterminée indirectement par la troisieme jauge Ja.
La dilatation linéaire est calculée par les lois de comportement et nécessite la connaissance du

coefficient de Poisson.

40



Elasticité (Cours et Exercices).

Pour calculer g, utilisons la relation suivante (en faisant coincider h avec a).

B + € Erx — E .
tn =~ LA 3 ™ cos 20 + &, sin20

Eléments principaux de la déformation :
La direction z perpendiculaire au plan ou est collée la rosette est principale.
Nous recherchons donc les directions propres, et les valeurs propres dans le plan de la rosette xy.

Les 2 autres valeurs propres sont données par :

La direction propre X est calculée par :

T
! :
¥
:
15°)
X
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Cherchons la direction a‘ pour laquelle on enregistrerait une dilatation linéaire nulle :

.I.E'Ja,,,=£""-2|_£"+$J";E‘|r cos2y =0 ; {:t:-sz:—M cos?w:—H
£, —&y +

=—0,288

W= 1£53°4

Cherchons le systéme d’axes pour lequel on enregistrerait une distorsion extremum :

Y
(yl'ﬁ')mf = (ZEM }mu.;l;a' W /Y
P

£ _—E,. .

g, = ————=sin26+¢&_cos28 ml
2 ¥

Dans les axes principaux, la relation devient : i

E.—&,y .
£y = —%sm 2y P

& €St maximum pour sin2W maxi

sin2¥=+1 Y=+45°
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CHAPITRE 4

RELATION ENTRE LES CONTRAINTES ET
LES DEFORMATIONS ET LOIS DE

COMPORTEMENT
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Chapitre 4
«Relation entre les contraintes et les déformations et lois de comportement»

4.1. Introduction

La relation entre les contraintes et les déformations, ainsi que les lois de comportement associées,
est fondamentale en mécanique des solides déformables. Ces concepts sont utilisés pour
comprendre le comportement des solides et des matériaux sous l'influence des forces externes. Les
lois de comportement fournissent des outils mathématiques pour modéliser ces relations.
4.2. Lois de comportement

Les lois de comportement décrivent la maniere dont les solides et les matériaux réagissent aux
contraintes appliquées et comment ils se déforment en conséquence. Il existe différentes lois de
comportement pour différents types de matériaux.
4.2.1. Loi de Hooke généralisée

La loi de Hooke classique s'applique aux matériaux élastiques et linéaires avec des petites
perturbations. Elle énonce que la déformation est directement proportionnelle a la contrainte
appliquée. Le cas le plus simple qui illustre la déformation élastique est celui des ressorts ou la force
appliquée sur le ressort est proportionnelle a I'allongement obtenu.

On considére le cas d’un essai de traction classique consiste a soumettre une éprouvette de forme

cylindrigue a une charge axiale de traction.

So
- L —
O
i I-u >
S
- T v 1T =
F Lo . AL F

Fig.4.1- Essai de traction
Mathématiquement, cela se représente par I'équation:
o=Ee (4.1)
Ou E est le module de Young, une propriété du matériau.
La contrainte gy, augmente de facon continue et linéaire avec la déformation &y.

o =E&x (4.2)
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Les déformations (g, et &,,) sont proportionnelles a £, et définit par la relation suivante :
£y =&, =-VEK (4.3)
Ou v est le coefficient de Poisson.

La loi de Hooke généralisée est une extension de la loi de Hooke classique pour prendre en
compte des situations plus complexes. Elle peut inclure des formes tensorielles pour traiter des
déformations dans différentes directions, ce qui est particulierement important pour les matériaux
anisotropes. Elle peut également intégrer des termes non linéaires pour modéliser des
comportements élastiques non linéaires, par exemple, lorsque des déformations importantes sont
impliquées. La loi de Hooke généralisé, qui exprime le tenseur des petites déformations g; en

fonction du tenseur des contraintes oj d’un matériau isotrope linéaire élastique s’écrit :

1 -If'-:v [ﬁ{f”}] - % [f] Avec: §= '"'[ﬁ{ M}'] =0, +0, +0,, (44)

[e(M)]=

Ou bien sous la forme:

1l -v -v 0 0 0

E E E
1:.1.'" —y =y | G
A I . A R

= | _ E E E e (4 5)

2. 1o 0 0 L o of° '
25‘ Xz ('. 1 G'I.:
2, [0 0 0 0 = ol

0 0 )] 0 0 L

0

Avec :

G est appelé le module de glissement ou de cisaillement (Module de Coulomb) donnée par :

4
-

"o+ v)

(4.6)

4.2.2. Matériau élastique homogéne orthotrope

Un matériau élastiqgue homogéene orthotrope est un type de matériau qui a des propriétés
élastiques différentes selon trois directions orthogonales mutuellement perpendiculaires. Cela
signifie que le matériau présente une anisotropie élastique, avec des modules élastiques distincts
dans chaque direction. La nature orthotrope du matériau implique que les propriétés élastiques

varient dans les trois directions principales.
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Le tenseur des modules d'élasticité pour un matériau élastigue homogene orthotrope peut étre

représenté comme suit :

o
E,
. -,
c 21
IX Ej
x - "w"“
E:: E;
2e 0
2e,.
LE,. ]
0

Ou:

=

0 0
0 0
0 0
0 0
L oo

G.,

0
G

Lot

E; , E;, et E3 sont les modules d'élasticité dans les directions principales,

Poisson et Gj;sont les modules de cisaillement.

4.2.3. Matériau élastique homogéne isotrope transverse

L (4.7)

vj sont les coefficients de

Un matériau homogéne isotrope transverse est tel que la matrice de comportement est invariante

par toute rotation autour d'un axe privilégié. Si vous faites référence a un matériau élastique

homogeéne isotrope avec une direction spécifique considérée comme transverse, cela implique que le

matériau est isotrope dans toutes les directions sauf dans la direction transverse.

Le tenseur des modules d'élasticité pour un matériau élastique homogéne isotrope transverse

peut étre représenté comme suit :

1
E,
E.‘I.'J.' i
E
Ly 1’I :
E:: - .E.
28, 0
2g
ae 0
lE,,
0

¥ 3 D
E,
Yooy
El
L 0
"E."-
I
0 —
G,
0 0
0 0

(4.8)
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4.2.4. La loi de comportement d'élasticité plane

La loi de comportement d'élasticité plane, aussi appelée loi de Hooke plane, est une relation
fondamentale utilisée en mécanique des matériaux pour décrire le comportement élastique des
matériaux dans le plan. Elle est généralement appliquée aux matériaux isotropes, c'est-a-dire des
matériaux dont les propriétés élastiques sont les mémes dans toutes les directions.

La loi de Hooke plane relie les contraintes et les déformations dans un matériau élastique sous
I'hypothese de petites déformations. Elle peut étre exprimée mathématiquement comme suit :
a)- Contraintes planes

Les tenseurs de déformations et des contraintes correspondent a cet état sont :

U.‘.‘.l.' UJ:J-‘ {} 1 EJ“" H*’J' 0
[G] =%y Oy 0 ’ [E] | Fo Ew 0 (4'9)
0 0 0] 0 0 e

En utilisant les lois de comportement :

E}'}' = é [5.1.1' N UG-“]

_-V ___V [ ]
E:: - ? ﬂnr G_\j' - E".'l.'x + E_u.
N A
E-'x_r - E ﬁ.'c_r (4‘10)
TO..= 1 U___ [E.wr + "I.-’L'-",]

b)- Déformations planes

Les tenseurs de déformations et des contraintes correspondent a cet état sont :

Eve £y 0 G, O, 0
]=|e, &, 0| [c]=|o, o, 0] (411)
0o 0 0 ] 0 o,

En utilisant les lois de comportement :
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£.,.= L+ [{I - ""J'U.u- - ""IGJ.'I']

E
1+w
==V - -
E.'.' E [{ 1."-::L:E_'ll'l vﬁ,u]
. l+w
By = E Ty
E
__ E e s (4.12)
T {| - 2‘»’11 + ‘u'} [[ v }E*-* VEy,
E

o, = m[{l - V}E‘.H + vE”.]

O, = A [.E.m' T E_ﬁ')

4.3. Influence de la Température

Sous l'effet de la température, les éléments d’un corps se dilatent. Supposons un petit élément
découpé dans un corps soumis a des changements de température. Si la variation de température est
continue a travers le volume du corps, la température du petit élément peut étre considérée comme
uniforme.

Si on désigne par «AT» le changement de température et par «a» le coefficient de dilatation
thermique linéaire du solide, les composantes de la déformation produite par le changement de

température seront:

T T T T T T
& =&, =&, =aAT et ¥y =Vx=7,=0 (4.13)
Ces équations de déformations ont été trouvées par Duhamel et Newman.

Ainsi, si un corps quelconque est soumis en méme temps aux charges extérieures et au changement

de température, on peut superposer les effets et écrire que:
1
E = E[O'XX —V(O'yy + o-zz) +a. AT

Ey = é[ayy —V(O'XX +0o, )]+a.AT

1 (4.14)
£, = E[O'ZZ —V(O'XX + ny) +a. AT
o, e, e
Yy G Y xa G v Yy G

En inversant les équations (4.14) on trouve les contraintes en fonction des déformations dans le cas

des charges extérieures et de la température. Soit:
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o, =A.&,+2G.g, —(31+2G)a.AT
o, = A& +2G.g, —(34+2G)aAT
o, =Ae,+2G.g, —(31+2G)a.AT
Ty =G.ry 17.=G.y, 17,=Gy,

(4.15)

Avec :
& =&y tEy, tE, = é[(l—Zv) (GXX +o, +t0, )] (4.16)

4.4. Energie de déformation
L'énergie de déformation élastique, également appelée énergie élastique, se référe a I'énergie
stockée dans un matériau lorsqu'il subit une déformation élastique réversible. Lorsqu'un matériau
subit une déformation élastique, il emmagasine de I'énergie sous forme de contrainte. Cette énergie
potentielle élastique est libérée lorsque la contrainte est supprimée, et le matériau revient a sa forme
d'origine. L'énergie de déformation élastique peut étre exprimée mathématiquement a I'aide de la loi
de Hooke, qui décrit la relation linéaire entre la contrainte (force appliquée par unité de surface) et la
déformation (changement de forme) dans la phase élastique.
La formule mathématique associée a I'énergie de déformation élastique (W,) peut étre exprimée
comme suit :
Energie de déformation = Travail des forces extérieures (W,,:) + Travail des forces intérieures
(Wine).
W, =W, =-W,,, (4.17)
4.4.1. Principe de conservation d’énergie
Hypotheses :
1. Effets thermiques négligés (déformation isotherme) ;
2. Dissipation interne négligée (amortissement) ;
3. Action extérieure appliquée lentement (effets d’inertie négligés).
Travail des actions extérieures appliquées au systeme = Energie de déformation élastique
(stockée).
Wee =Eq  (4.18)
Exemple : cas d’une sollicitation de traction

Le travail de traction donné comme suit :

1
Wext = E F.X (419)
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/‘///1/// r I%” RS Fr
: ||
& I F
""’"E,S 4
‘ de ol
F | T
! [5
} F
ol ey |
M ¥ =
A
F F
Fig.4.2- cas d’une sollicitation de traction
Soit A(dx) allongement du trongon dx.
Selon la loi de Hooke on a :
F.dx
AldX)=——
(@x)=F5  (420)
L’énergie de déformation élémentaire donnée par :
1 1¢F?
dw, == F.A(dx)== == dx (4.21
¢ 2 (ex) E.S ’ 2~£E.S (421)
D’une maniére générale :
1 1
W, == ——S dx==|o0;&;S.dx=—|oy¢; dV (4.22
© 24SES I ' 2J 1 (4.22)
- e r
[ 2 2 2 !
. l N / 1 M 1l rM [
: W,=—\—dx+— ) 2dxv+— Z_ dx ——J' X dx 1
: 2EJ S ed | 2EJd T 2ud I, .
[ \ " B ¢ ] % ad X J :
1
_____ effort normal + effort tranchant + moment fléchissant + momentdetorsion - — — — — — —
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Exercice

Une plaque de hauteur h et de faible épaisseur ap= 10 cm devant une longueur €y =243 cm, est

confinée entre deux solides infiniment rigides et soumise a une pression uniforme P tel que montré

sur la figure ci-dessous.

* * Xy
e PN NN NN W NN NN NN, PV
e T e S s — X e e
mmmmm.ﬂmmmmmmm.ﬂmmmmmmm.ﬂmmm-m-_..:_ | k! [Epl- gl ¥y
e e TP gy et
PRl ARA R AR AR e s — >« —#5]  |h
S o i o e o e o e i o e s e ume it ]
’ e e e e e e e B e B - e =
I P A A A A A A A A ra £ F
§ adn
- » q—}

1)- Quelles sont les composantes nulles des tenseurs des contraintes et des déformations ?

2)- Si on suppose que le matériau de la plaque est élastique et isotrope avec un module d’élasticité E

et un coefficient de Poisson v, déterminer en fonction de P, E et v les composantes non nulles des

deux tenseurs ?

3)- Déterminer, en fonction de E, v et des coordonnées (X1, X, X3), les expressions des composantes

uz, Uy et uzdu champ des déplacements ?

4)- Si E = 150 Mpa et v = 0.36, calculer la pression P nécessaire pour réduire la longueur de la plaque

a€=200cm?

5)- Que devient alors la nouvelle épaisseur a de la plaque ?
Solution :

1) Les composantes nulles :

Les composantes de cisaillement et de glissement

€,=0 empéché par les deux solides

033 =0 laplaque est libre de se dilater sur son épaisseur
2) Les composantes non nulles :

La pression est uniforme o633 =-P ; c’est une compression
05, fonction de ozetv

Ona ¢g;=[(1+v)/E].0;— (v/E).trace (o).l

€11 = 011/E — (V/E) 022

€32 =02,/E—(V/E) 0:;=0donne 063,=v0o;;=-vP

€33 = 033/E = V/E (017% 022) = -V 011 (1 + V)/E = v (1 + v) P/E et £1,= — (P/E). (1 - V’)

3) Déplacements:

u; = [e1:dx; = = (P/E) (1 - V*) x; ne dépend pas des autres directions puisque pas de glissement.
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Uz = [edx; =0
usz= IE33dX3 = (P/E) v (1 + V) X3

4) Pression :

La déformation : €19= Al/ly = (200 - 243)/243 = -0.177 =-17.7 %

D'oll : P=Eeg/(1-v%)= 30.49 =30.5 MPa

5) Epaisseur finale :

€33=V(1+Vv)P/E=0.099=9.9% d’olia=ap (1+&33) =11 cm.
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CHAPITRE 5

EQUATIONS GENERALES DE

L'’ELASTICITE LINEAIRE
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Chapitre 5
«Equations générales de I’élasticité linéaire»

5.1. Introduction

Les équations générales de |'élasticité linéaire peuvent étre exprimées en termes de contraintes et
de déformations. Les équations de Lamé, les équations de Beltrami-Michell et le principe de Saint-
Venant sont des concepts distincts liés au domaine de ['élasticité, chacun avec ses propres
formulations et applications spécifiques.

Chacun de ces concepts peut étre formulé mathématiquement en fonction des propriétés
spécifiques du matériau et des conditions aux limites du probléme particulier. Les équations de
I'élasticité linéaire sont généralement des équations différentielles partielles qui peuvent étre
résolues pour obtenir les champs de déplacement, de contrainte et de déformation dans le matériau.
5.2. Equations de Lamé

L'équation de Lamé est une équation qui est utilisée pour décrire le comportement élastique
isotrope tridimensionnel d'un matériau. Elle est souvent utilisée dans le contexte de la théorie
linéaire de I'élasticité. Pour un matériau isotrope, les propriétés élastiques sont les mémes dans
toutes les directions.

L'équation de Lamé (La loi de Hooke inverse), qui exprime la relation entre les contraintes gjjet les

déformations &;; d’'un matériau isotrope linéaire élastique s’écrit :
[o(M)] = rarfe(an) [ 1]+ 2ufe(m)]  (5.1)

Ou bien sous la forme:

o, 2G + A A 0 0 0]e,
o, Lo2G+h A 0 0 0 e,
.. i A 2G+h 0 0 0] e,
o, [ 0 0 G o0 of2,.[ ©F
o, 0 0 0 0 G 0|2,
Gyl | 0 0 0 0 0 G2,

Ou A et u sont les coefficients de Lamé. Ces constantes sont liées au module d’Young et le coefficient

de Poisson par les relations :

. Ev E

A= m~. M= i (53)

¢ =E{I +v)

Avec : u (ou bien G) est appelé le module de cisaillement.
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Le but de la solution de Lamé (résolution en déplacements) est d’exprimer les équations
différentielles d’équilibre en fonction des déplacements u, v et w.
Pour cela: en utilisant les équations de Lamé (5.2) en les remplagants dans les équations d’équilibre
(2.20, voir chapitre 2) et aprés des opérations mathématiques intermédiaires, on obtient les

équations finales de Lamé:

(/1+G)88V +GV2u+F =0

OX

oe, )
(A+G)—=-+GV+F, =0 (5.4)

(/1+G)2i+ev2w+ F,=0

z
Avec:
ou ov ow
&y =yt EyTE, = —+—+—
ox oy oz
82 82 62 (55)
Laplacien : V? = — + — +—
ox® oy° oz
Sous l'effet de la température,
(2+G)%+GVZU—£M+FX:O
ox (1-2v) ox
¢ aE  (AT)
A+G)—L+GVWV-——~—2+F =0
A+C) + OV 2y & TP =0 (O
(z+G)%+Gv2w-£M+ F,=0
oz @-2v) oz

5.3. Equations de Beltrami-Michell

Les équations de Beltrami-Michell sont une formulation alternative des équations de I'élasticité
linéaire. Elles sont basées sur le potentiel de déformation élastique et sont utilisées pour décrire les
champs de déplacement élastique. Ces équations expriment les relations entre les déformations et
les déplacements élastiques.

Le but de la solution de Beltrami Michel (résolution en contraintes) est d’exprimer les 15
équations de I’élasticité en contrainte uniquement.

Pour commencer on dérive les équations (5.4) respectivement par rapport a x, y et z et on

suppose que les forces de volume sont constantes (Fi= constante).
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o’¢ o
A+G Y +G.—(V?u)=0
2
(me)%yiwe.%(v%):o (5.7)
o%s 0 (2
'+ G- (Viw)=
(1+6) 7 +6 az( w)=0

En additionnant les équations (5.7) membre a membre on aura:
Lorsque les forces de volume sont constantes, le Laplacien de la déformation volumique est nul.
o° 0° 0°
(1+G 82V+ iv+ 82” BCR e IR L P
OX oy oz ox oy oz
(1+2.G) V%, =0 ; V%, =0

(5.8)

Il faut donc transformer les déformations des équations (5.7) en contraintes. Pour cela on utilise les

équations de lamé (5.2). En appliquant le Laplacien a ces équations on aura:

Vo, )=AV(e,)+2.G.V(e,) Vo, )=2.G.V(s,)
Vi(o, )= A.V3(e,)+2.6.V(s,) =1Vi(o,)=26V%(s,) (5.9
Vi(o,)=AV(e,)+2.G.V(e,) Vi(o,)=2.G.V(e,)

Or d’apreés la loi de Hooke générale, on a:

o
0= + + =31+2G)eg, =, =———
O-xx O-yy O-zz ( ) v v (3/1+ZG) (510)
On dérive I'’équation (5.10) deux fois par rapport a x, y et z, on aura :
o%e, B 1 020
x*  (31+2G) ox?
0? 1 0%0
- 27 (611
y> (31+2G) oy
d%e, 1 00

oz (34+2G) az°

Il faut maintenant remplacer (5.9) et (5.11) dans (5.7). On aura les équations de Beltrami-michel:

629 629
(1+ V)'VZ(O_XX)+67 = O ’ (1+V)-V2<Txy)+ 6xay =0
2 2
@ vi(o, )+ 0-0 ¢ @i )+ 2020 (s.2)
OX0z
2 2
@IV, )+ 5220 § eVl )e S0
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5.4. Principe de Saint-Venant

Le principe de Saint-Venant est un principe de I'élasticité linéaire qui stipule que les effets de la
répartition initiale des contraintes sur une petite région d'un matériau s'estompent a mesure que I'on
s'éloigne de cette région. En d'autres termes, a une distance suffisamment grande de la zone
d'application de la charge, le comportement élastique d'un matériau est essentiellement déterminé
par les conditions aux limites plutdt que par les détails locaux.

Les équations de compatibilité de Saint-Venant sont un ensemble d'équations qui décrivent la
compatibilité des déformations dans un matériau élastique. Ces équations portent le nom du
mathématicien et ingénieur frangais Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant, qui a formulé ces
relations.

Dans la théorie mathématique de I'élasticité, la condition de compatibilité de Saint-Venant définit
la relation entre la déformation £ et un champ de déplacement u par:

1( ou;, Ou;
_ _(a_ijr@_xi

& 5 J ; 1<i,j<3 (5.13)
Pour les champs tensoriels d'ordre 2, reprenons les équations de compatibilité de Saint-Venant
écrites sous forme indicielle :
2 2 2
0 & + 0 gkk_i igik — 0 gjk:() : ]_gi,jgg
OX, OX, OX;OX; oX; \ X, OX;0X,

£ =tracele]

Avec :

L'indice muet k est répété et indique donc une sommation.

Les deux indices non répétés i et j varient chacun de 1 a 3.

Exercice:

Les trois expressions des composantes de déplacement U, V et W en un point P d’un solide élastique

sont données par :

U :Ekx—lky

4 3
\Y :lkx—gk y Avec k est une constante non nulle.
W =0

On considére que le solide a un comportement linéaire isotrope défini par le module de Young

E= 210000 MPa et le coefficient de Poisson v=0.25.
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1)- Déterminer le tenseur de déformation [€]?

2)- Déterminer le tenseur de contrainte [o]?

Solution:

Le champ de déplacement:

U= Ek X i ky
4 3
L ﬁ Avec k est une constante non nulle.

V==kx——K
4 4 ¢
W =0

1)- Le tenseur de déformation [€] peut exprimer sous la forme matricielle suivante :

o | [ﬁnf 31’1 1{ cu + ow
o 2l oy ox) 2 L or  ox
E VX S K 8.\'5 }.., ! - - “J
[I-‘{P }] =|& £ g_|= i ! [mI + ow
- =10 B * v | . Al = -
oy 2l dz oy
E. E o -
LT ow
Sym —
oz

Donc
S l[_i j
4 2\ 12
1/ 1 J7
O L
<k 2[ 12 j 4
0 0 0

2)- Le tenseur de contrainte [0], La formule de I’équation de contraintes est donnée par :

[o(M)] = har[e(MD ] 1]+ 2u[e(M)]

Ou les coefficients de Lamé du matériau sont:

E

Ev
l=Fr=—
* M +v)

o ———
(1=2v)1+v)

[} 21000k} —% 6-3v7) o
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CHAPITRE 6:

RESOLUTION DES PROBLEMES

D'ELASTICITE PLANE
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Chapitre 6
« Résolution des problémes d'élasticité plane»

6.1. Introduction
La résolution des problemes d'élasticité plane est un domaine de la mécanique des structures et des
solides déformables qui étudie le comportement des matériaux élastiques bidimensionnels soumis a
des charges. Ces problémes sont souvent résolus en utilisant les équations de I'élasticité plane, qui
sont dérivées a partir des lois de Hooke.
6.2. Probleme de déformations planes

Si on considére un cas pour lequel le déplacement w est nul et les déplacements u, v sont

indépendants de z. Il s’ensuit que pour la déformation :

& —1 %4_% - 1<i. i1<3 6.1
To2lox, ax ) =hl=s (61)
gzz:8xz:8yzzo (62)

Exx Eyy, Exy iNdépendant de z ce qui définit un état de déformation plane.

Selon la loi de Hooke :
&,y = %[Gzz _V(Gxx + Oy )] (63)

Le matériau n’est pas libre de se déformer selon z, la contrainte est donnée par :
o, = v(axx + JW) (6.4)

Les tenseurs de déformation et contraintes se réduisent donc a:

E.u E Iy a ix Xy ﬂ
[E] = 'E.'u' E.l;r ':I d [C;] = G.l.‘.r a k¥ ﬂ (65)
0 0 0 0 0 v +o,)

On remarque que |’etat de déformation est biaxial (déformation plane), alors que |"’etat de
contrainte est triaxial (c’est "a dire qui comporte trois contraintes principales non nulles).
En remplagant o;, par sa valeur v(oy + g, ) on peut néanmoins écrire une loi de Hooke 2D dans la

forme:
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1 ,
Epy :E[GXX —VO'W]
1 ,
£y =ilow Vo] (66)
Oy
&
Xy 2/1
Avec l'utilisation des modules effectifs:
E ir
= ——_ I —— 6.7
1—? YT 1w (67

6.3. Probleme de contraintes planes

On peut définir un état de contrainte plane par les conditions suivantes:

0 =0, = O-yz =0 (68)

Ou : Ox, Oyy, Ox indépendant de z.

Selon la loi de Hooke :

_1 [
Ey = E Oy —VOy (6_9)

gxy =

Impliquant la troisieme coordonnée z, on a:

€n :_E(O-xx +O_W):_ﬁ(gxx +8W) ; 8)’2 :O’ Ex =0 (610)

Le matériau n’est pas libre de se déformer selon z, la contrainte est donnée par :

Les tenseurs de contrainte et déformation se réduisent donc a:

] xr GJ.'_T ﬂ LJ" X L xy
[]=|cy o, 0] [El=|ey &, 0 (6.11)
0 0 0 0 0 ==l += )

C’est un état de contrainte biaxial (avec deux contraintes principales non nulles), alors que I'état
de déformation est triaxial.
6.4. Les équations fondamentales d’élasticité plane
On regroupe les équations fondamentales d’élasticité plane (Probléme de déformations planes et

Probléme de déformations planes) comme suit :
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a)- Equations de I'étude statique

a.1- Equations d’équilibre

O —B{j“ +F =0
cx cy '
(6.12)
L:UJ'-'I: ; {':Gﬂ' I F =1
ox oy !
a.2- Conditions aux limites
X=0c,l+ O,y-M
_ (6.13)
Y=0,l+c,m
Avec:
n ! 6.14
o (614)
b)- Equations de I’étude géométrique
b.1-Equations de Cauchy (Extensions et Distorsions)
= o =) =
El_.:(-_:_". E.—L_.. .‘-1-:':,.,j+i—v225:w1'
Todx Yogy T dv éx -
b.2- Equations de compatibilité de Saint-Venant
o%e oe 0?
wy C 0 S0 (616)
oy OX Oxoy
c)- Equations de I’étude physique
c.1-Equations de Hooke
- Déformation plane (voir I'équation (6.6)).
- Contrainte plane (voir I'’équation (6.9)).
c.2-Equations de Lamé
- Déformation plane :
Oy =(A+2G)e, + e,
o, =(A+2G)e, +1e,
” ” (6.17)
Oy =67y
&, =&y T &,

(6.15)
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- Contrainte plane :

o, =2G.g, + e,

o, =2G.¢, + ¢,

vy

oy =Gy, (6.18)

&, =&y tE, +E,

6.5. Fonction de contrainte d’Airy

Il existe plusieurs méthodes de résolution des problémes d'élasticité plane, chacune adaptée a des
types spécifiques de problemes ou a des configurations particulieres. Pour des géométries simples et
des conditions aux limites bien définies, il est parfois possible de résoudre analytiquement les
équations de I'élasticité plane. Cela peut impliquer I'utilisation de fonctions de Airy.

Pour les deux conditions de déformation et de contrainte plane on peut écrire la méme loi de
Hooke 2D (Eq (6.6)), formellement analogue a la loi 3D, a condition d’utiliser des modules effectifs:

Pour des déformations planes :

E , I

Pour des contraintes planes :
E'=FE v'=v  (6.20)

Dans les deux cas, I'équilibre élastique en I'absence de forces de volume (div o = 0) s’écrit:

ag-xx + aaayxy — O
X
oo oo (6.21)
Ty 27w
OX oy

Ces équations sont automatiquement satisfaites si I'on trouve une fonction scalaire ®(x, y), dite

fonction de contrainte d’Airy (Airy, 1862), telle que:
oo 0. 00 622
anyZ’Waxz’*yaxay(')

Pour les problémes plans, les conditions de compatibilité peuvent étre écrites en termes de

(o3

contrainte (Maxwell 1868) dans la forme suivante:
Ao, +0,)=0 (6.23)
En termes de fonction de contrainte d’Airy la solution d’un probléme plan revient donc a trouver une
fonction bi-harmonique qui satisfait aux conditions aux limites du probleme :
AD(x;y)=0 (6.24)
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0% 0% \[o*d oo AL ‘o ot
g5

aXZ +ay2 aXZ + 8y2 - aX4 +28X28y2 + ay4

Les équations de conditions aux limites de frontiére données par I'équation (6.13).

On remarque que si les conditions aux limites sont écrites en termes de contraintes, les deux états

plans admettent la méme solution en termes de champ de contraintes. Les champs de déformation

et de déplacement sont aussi identiques a un facteur prés donné par la différence de module effectif.

Toute fonction bi-harmonique permet donc de satisfaire, les équations d'équilibre, la loi de Hooke et

I'équation de compatibilité. La solution d'un probléme d'élasticité est unique sous I'hypothese des

petites perturbations. Donc la fonction @ qui permet de satisfaire les conditions aux limites donne la

solution unique du probléme.

Nous allons a présent considérer un cas plus général et admettre qu'il existe des forces de volume

F dérivant d'un potentiel V sous la forme :

oV

F = radV—X —& 6.26
SOy [T av | (620

oy

Les équations d'équilibre en translation s'écrivent dans ce cas sous la forme :

a(O-xx +V)+ aGXy _

OX oy (6.27)
oo, +8(0'W +V):0 '
OX oy
Ces équations sont satisfaites pour des contraintes dérivant d'une fonction d'Airy ®:
o +V—62(D0 +V—82q)0' ——82(1) 6.28
XX 8y2 yy aXZ Xy axay ( . )

La fonction potentielle des contraintes doit étre bi-harmonique.

En état de déformations planes:

1-2v
1-v

AAD =

AV (6.29)

En état de contraintes planes

AAD = (1-Vv)AV  (6.30)
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Exercice :
Considérons une poutre console ayant une section droite rectangulaire étroite (dont nous
prendrons la largeur pour unité) qui est fléchie par une force P appliquée a son extrémité libre (figure

.6.1). On néglige le poids propre.

Fig.6.1- Poutre console chargée par une force P.

Démontrer que la fonction de I'expression :

est une fonction d'Airy ?
Solution:

Pour que CD(X; y) soit une fonction d'Airy, il faut trois conditions :

1-La fonction doit étre bi-harmonique

AAD(x y) = ot 0 °®(x,y) . o’ ®(x,y) | _ o°@(x,y) o o' ®d(x,y) . o'®(x,y) _ 0
’ ox? oy’ ox? oy? ox* ox2oy® oy*
'V(x,y) _ . ,0'PxYy)_ . 2'Dxy)_ o o(x:y)=0

ox* L oxoy? ooyt '

La fonction est bi-harmonique.

2- La fonction donne une distribution de contraintes

_62®__3Px+3PXy_ - _azqz_o_a __a?—’op__(_gwgyz)
o oy? 2c2 2 T Y P Y oxoy 2c? 7 4c®

(o}

3- La distribution de contraintes satisfait aux conditions aux limites
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X=c, l+c m—(—s—Px+3—nyjl+(3—Py—3—Py2jm
T 2¢2° 2¢¢ 7)) \2c?? acd’ )

_ 3P 3P

Y:GXy.I'FO'yy.m:(Fy—rcayzj.l

Conditions aux limites de chargement :

Face AB : 77(0, —1) et y=0 donc {)é f 8 « la face non chargée ».

Face CD :71(0,1) et y=2c donc {é f 8 « la face non chargée ».
X=0

Face AB : 771(—1,0) et x=0 donc 7= _ 3P y 3P, «laface est chargée uniquement suivant y par
2c® 7 4ct

la force distribuée P».

2c 2c 2
_ 3P 3P 3Py
v.dy=[[- 2y dy = Y
! d !( 27 ) 4c3yj V=752

2c

Fig.6.1- Schéma statique équivalent.
Conditions aux limites de déplacement :

Face BC (Encastrement) : 71(1,0), x=l et 0 <y <2c

IS
d 2C 2
one 3P 3p

Y =y y?

2c? 4csy

On calcul les réactions suivant « x » et suivant « y » et le moment au niveau de I'encastrement

% _ % 3P . 3P 3PI
Xdy=[| -0+ ly|ldy=—"—
-([ d -([( 2c*  2c yj =75

2c 2c

2
L3PLy”
o 2¢° 2

0

La réaction suivant « x » est nulle (R,=0).
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IY dy j(z . y—— 2jdy—

La réaction suivant « y » est (Ry=P).

22(:
IX y.dy I( 3PI+%Iy)ydy=—3—Ply— +—

Le moment au niveau de I'’encastrement est (M=PlI).

®(x; y) est une fonction d'Airy.

2c

3Py
2¢% 2|,

2c? 2

0

3P yf"
4¢3

3

0

3PI y
2¢c? 3

=P|
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CHAPITRE 7:

FLEXION DES POUTRES
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Chapitre 7
« Flexion des Poutres»

7.1. Introduction

La flexion des poutres en élasticité est un concept important en génie civil et en mécanique des
structures. Lorsqu'une poutre est soumise a une charge, elle se déforme en se pliant. La théorie de
I'élasticité est souvent utilisée pour analyser ce comportement.

L'analyse de la flexion des poutres en élasticité permet de calculer les déformations, les
contraintes et les moments le long de la poutre en fonction des charges appliquées et des propriétés
du matériau. Cette analyse est cruciale dans la conception et l'ingénierie des structures pour
s'assurer que les poutres sont dimensionnées de maniere appropriée et peuvent supporter les
charges prévues sans défaillance.

7.2. Définition d’une poutre

Une poutre est un solide engendré par une aire plane ou une section droite dont le centre de
gravité G décrit une courbe plane qu’on appelle la fibore moyenne ou la ligne moyenne. La longueur
de la poutre est trés grande par rapport a son diamétre (L>>D). lls existent plusieurs différentes

formes de sections de la poutre (rectangulaire, carrée, circulaire,....etc.).

Fig.7.1- Schématisation d’une poutre

7.3. Types de flexion
La flexion pure est un état de charge tel que, dans toute section droite d’'une piece, il n’existe

qu’un moment fléchissant My . Ce moment fléchissant doit étre constant.
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La flexion simple est un état de charge tel que dans toute section droite d’'une piece il n’existe
qu’un moment fléchissant M et un effort tranchant V associé.

La flexion composée, Il s'agit d'une combinaison de flexion simple et de cisaillement. La poutre est
soumise a la fois a un moment de flexion et a une force tranchante.

7.4. Théorie d'Euler-Bernoulli
Hypotheses :

Cette théorie suppose que les déformations transversales sont négligeables par rapport aux
déformations longitudinales. Elle est basée sur les hypothéses que les sections planes restent planes
aprés la déformation, et que les lignes neutres initiales restent droites et paralléles a I'axe
longitudinal de la poutre.

La théorie d'Euler-Bernoulli est souvent utilisée pour des poutres longues et minces ou les
déformations transversales sont négligeables.

L'équation fondamentale de la flexion pour la théorie d'Euler-Bernoulli est donnée par :

ErdY — _M(z) (7.1)

ou:

w(x) est le déplacement vertical de la poutre en fonction de la position x,

E est le module d'élasticité du matériau,

| est le moment quadratique de la section transversale,

M(x) est le moment fléchissant le long de la poutre en fonction de la position x.

Tenseur de Contrainte :

Ty = 0 (7.2)
Tey = 0
Tenseur de Déformation :
Eqgy — U (7.3)
Yy = 0

7.5. Théorie de Timoshenko
Hypothéses : La théorie de Timoshenko prend en compte les déformations transversales dans la

modélisation des poutres. Elle suppose que la section transversale reste plane apres déformation,
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mais permet des rotations de la ligne neutre. Elle est particulierement utile pour les poutres courtes
ou les poutres soumises a des charges latérales importantes.

Par rapport a la théorie d'Euler-Bernoulli, la théorie de Timoshenko inclut les effets de cisaillement
et permet de prendre en compte les déformations de torsion et les déformations dues a la flexion.

L'équation de déplacement vertical pour la théorie de Timoshenko est donnée par :

EI dw aJ f ”II'*"I' = —M(zx) (7.4)

dz” drs  dr®

N

ou:
w(x) est le déplacement vertical de la poutre en fonction de la position x,

E est le module d'élasticité du matériau,

| est le moment quadratique de la section transversale,

G est le module de cisaillement du matériau,

J est le moment polaire de la section transversale,

M(x) est le moment fléchissant le long de la poutre en fonction de la position x.

Tenseur de Contrainte :

. d-w
Tz E dr2
. G d d- 1w
A N )
wr"' !
[ ||:’l — T -"fl-u ]
Tenseur de Déformation :
. dw
=¥ dz?
. 1d  dw
Eyy 5dr2  drz (7.6)

Avec:

O et €y représentent les composantes axiales du tenseur de contrainte et de déformation,
respectivement.

oy, et g, représentent les composantes transversales.

Txy et yxy représentent les composantes de cisaillement.

E est le module d'élasticité, et G est le module de cisaillement.
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Exercice N°1:

Considérons une poutre encastrée a une extrémité et simplement supportée a l'autre extrémité,
soumise a une charge concentrée a son milieu.
Calculer les contraintes normales et les déformations normales au niveau de la section médiane de la
poutre ?
Solution :
Le déplacement vertical au milieu de la poutre

o P.I?
o 1851

Les contraintes normales oy et les déformations normales &, peuvent étre calculées a partir de la
flexion selon la théorie d’Euler Bernoulli :
{1

_ pulaial
Oxx

\
i
Cxx Iz

Le moment fléchissant M au milieu de la poutre peut étre calculé a partir de la charge concentrée :

M=

Le rayon de courbure R est lié au moment fléchissant par :

Exercice N°2:

La poutre de la figure 7.2 posséde une section rectangulaire, de hauteur 2h et de largeur b. Elle est
chargée en flexion pure (cisaillements négligés), et on suppose qu’une section droite de normale x;
reste droite. Le comportement du matériau qui la constitue est élastique (E, v).

Quelle est la distribution de contrainte et de déformation en élasticité ?

Ky Epaisscir b

| ____'-i._ﬂ_'- __________ Y e - - i

Fig.7.2- Géométrie et chargement de la poutre
Solution :
En flexion pure, I'état de contrainte est uni-axial ; le déplacement u;, donc &, et o, sont

proportionnels a x3 (origine des axes sur la ligne neutre).
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9 0o o0
c 00 E
[cHo o0 o] ; [eHo _E“ 0
000 o o -V
E

L’écriture de I'équilibre des moments (Figure 7.3)

/ Compression

Fig.7.3- Profil de contrainte o,, dans une poutre en flexion simple en élasticité

+h
M = J‘x?,.axx.b.dx3
-h

En suppose que Oy = kx; :

3
:G:M$; avec I:2bh

O-XX

o —o =M. avec o(x,)=| 2 |o
max m 2bh2 ' 3 m
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CHAPITRE 8:

ETUDE DES PLAQUES MINCES
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Chapitre 8

« Etude des plaques minces»
8.1. Introduction

La théorie des plaques s’inspirant de la théorie des poutres. Ces théories font partie du domaine
de la mécanique des structures qui est la mécanique des solides de dimensions finies ol au minimum
une des dimensions est faible devant les autres. La Figure 8.1 de Drapier (2016) illustre les

géométries le plus courantes dans ce domaine : en 1D, les poutres et en 2D, les plaques et les coques.

% ]_j;]utru

plaque

IA‘ coque

Fig.8.1- Géométries courantes en mécanique des structures.

Les plaques peuvent étre classées en trois groupes : les plagues minces a petites déformations, les
plagues minces a grandes déformations et les plagues épaisses.
8.2. Hypotheéses fondamentales
1. Les hypotheses de simplification concernent les conditions de réversibilité et de linéarité (nous
restreignons au cadre de la résistance des matériaux) ;
2. Petites déformations et petits déplacements ;
3. Comportement élastique (les déformations sont réversibles, c’est-a-dire que le matériau reprend
sa forme initiale aprés un cycle chargement-déchargement) ;
4. Comportement linéaire (les déformations sont proportionnelles aux contraintes) ;
5. Matériaux homogenes isotropes (le matériau est de méme nature dans toute sa masse et les
propriétés du matériau sont identiques dans toutes les directions).

Nous considérons également les deux principes suivants :
a)- Le principe de Saint-Venant: Le comportement en un point quelconque du matériau est
indépendant de la facon dont sont appliquées les forces (si ce point est suffisamment loin du point

d’application) et peut ainsi étre modélisé par un torseur des forces internes en ce point ;
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b)- Le principe de superposition : 'ordre d’applications des efforts extérieurs sur le solide n’a pas
d’importance, c’est-a-dire que quelque soit I'ordre d’applications des efforts nous obtenons le méme
état final. Ce principe permet de décomposer une sollicitation complexe en une somme de
sollicitations élémentaires (traction, compression, cisaillement, torsion, flexion).

8.3. Définition d’une plaque

Une plaque est définie comme étant un solide délimité par deux plans paralléles appelés faces et
dont I'épaisseur h est petite par rapport aux deux autres dimensions.

Pour étudier le comportement de la plague, nous définissions son plan moyen auquel nous
associons un repere orthonormé (O, x, y, z) tangent a ce plan. Le plan moyen est ainsi situé dans le
plan (0, x, y) a équidistance entre les deux faces. L’origine du repére étant située sur le plan moyen
avec z la direction de I'épaisseur, la face inférieure est ainsi positionnée en (z = -h/2) et la face
supérieure en (z =+h/2). Dans la théorie des plaques, le plan moyen représente I'équivalent de la

courbe moyenne dans la théorie des poutres.

Z

) S——

e L

Fig.8.2- Géométrie d’une plaque

8.4. Cinématique d’une plaque mince

Le modeéle le plus simple est le plus général appelé modele de Love-Kirchhoff. Ce modele est
basé sur une distribution linéaire des déplacements suivant I'épaisseur (La théorie des plaques
minces énoncée par Love en 1888 sur les hypotheses de Kirchhoff s’inspire de celle des poutres
minces de Euler-Bernoulli).

On parle d’une plague mince, lorsque la fleche générée par les déformations de cisaillement
reste négligeable devant la fleche générée par la courbure de la plaque. Dans le cas d’une plaque

homogeéne isotrope, la part de cisaillement dans la fleche est directement reliée a I’élancement (L/h).
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8.4.1. Le champ de déplacements de Love-Kirchhoff
La théorie classique des plaques minces (théorie classique des plaques « CPT ») se base sur les
hypotheses de Love-Kirchhoff, selon les quelles une droite normale au plan moyen de la plaque reste

perpendiculaire apres déformation (figure 8.3), ce qui revient a négliger les effets de déformation en

cisaillement transverse.

Fig.8.3- Cinématique de Love-Kirchhoff.

Le champ de déplacements de Love-Kirchhoff s'écrit alors :

U, (X, X5, X = 2) = U0 (%, %, )= 2w, (X, %,) @ =12
Uy (X, %, X, = 2) = W(X,, X, )

Avec :

ug : Le déplacement de membrane dans la direction a,

W : La fleche de la plaque,

W, : La rotation due a la flexion (sans cisaillement).

Nous avons ainsi les relations suivantes pour les coordonnées du déplacement U de la plaque

mince:

wlr.y. z) = wugle,y)+z0lx.y)

vl i, z) vl y) —z 8l y) (8.2)

wimx, y, =) wglx, i)
Ou:

g g
fy = —, by = ——. 8.3
L TR iz (8:3)

8.5. Déformation d’une plaque mince

Nous pouvons considérer le tenseur de déformation de Green Lagrange linéarisé pour modéliser

cette déformation en fonction du déplacement.
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Ce tenseur est symétrique et ses composantes écrites avec la notation de Voigt sont définies par :

i it ‘-.I i
{ l:'_rl:l.J. \‘] 4.5
a g
Cuy dAz
B iy
) €9 X3
e = g = 1 fug iy =
e R it
& 1§ ity dhee
Tz 3TN, T A
|\ 2 1 By , du
m / W A\EX: T AN \

Le tenseur des déformations s'écrit alors :

iy, )

Jar”_

dulxy,z)
oy

thwir 5]
[ F

ey, =)

i,z
( NE + iy

dwir.y.z)

i ray.z)
( iz +

f.i'.'r:’..".\,.lj.,:‘:l
( chy +

dx

e,z

ohr

polis bEl= Rl

e (.
Ouglx, y) n

My (x, y)
o

\

)
)

) )

Le tenseur des déformations en notation de Voigt s'écrit alors :

L) =
“ax i i
" gl ) i r, )
£ = —
i Dy dy
g~ Gwolz.y)
= iz
1 gz, y) Jwolr, y)
1 fdvgla,y Swglx, )
4 = = —a.(x. _—
€y 5 ( 0= el y) + 9
L gl ) dtuplx. ) )
b9 = | ——4+8,(z.y)+ ———
frs 2( a2 uly) O
PR L Co I CA B . O g XCAT
L 2 ity ihr iy i

{ duplx, y) o (x,y)
il T
{ ed N\ .
L gl ) ( o x, ,';_:-)
g —_—t s ———
€y ihy iy
el 0
= = — 1 fihwglx, i) w 0
- B ir ) =0
€4 2 dy = d )
. 1/ iwglz,y) )
el | —— 4 @l =0
2 ( r..il.l.. Y oY
\ 'rh{_n /
I ¢ Suglx, y) dugla, yih
\ 2 l:x ihy ihr T2 ihy

L (E)Hu (x,y)  Of:(xy)

ar

(8.4)

(8.5)

(8.6)

)

Nous pouvons décomposer le tenseur global des déformations de I'équation (8.6) pour faire

apparaitre :

- Le tenseur des déformations membranaires :
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I'Ir -::j|'.'|_|':.|'-_l'_|']
o [ - duglz, y) (8 7)
Em — Euy - ':"I-'l-" | .
I fiugle, ) degle. gy
\ 2 l'-x thy O "J )

- Le tenseur des déformations de flexion :

/ a0, (. y) \
i
K i |
: a8, u)
Ep = Roaar - - iy I (88)
By .

1 (f'-”?’.; (z,y)  Dbplx.y )
2 iy i /

- Le tenseur des déformations de cisaillement :

ihig (@, 1)

[T

Le tenseur de déformation pour la plague mince modélisant a la fois les déformations

membranaires (translation dans le plan (x, y)) et de flexion (rotation autour des axes x et y) est défini

de la fagon suivante :

E"En' L LT 'h..n".l'
oL — r.'r:l'.” = Eqyy z Ky = £ + I €} (810)
Ou bien:
i I-.”.|||:_.|". _|'_|l : I::)‘H” [_i". !}'}
e, = g
ol ol
a thegla, ) t..lllfrcj_l-l:.!'. [,.':l
¢ el = —z
wny I'}l'_.' E.AI_-!.I' (8. 1 1)
o _ 1 (duglx, y) n dhglx, ) \I L (E}HJI.-[.r',_a;:l B i}ﬁ',[_;-',..';}]
o9 iy dr ) 27 y A

8.6. Tenseur de contraintes et loi de comportement

Le tenseur de contraintes s’exprime ainsi pour la plague mince comme suit:

79



Elasticité (Cours et Exercices).

T2, 1) rr_ry(.r',g) T =10 Trrlx, y)
= | oylz,y) owle.y) op=0 |, a=| aulr.y) |. (8.12)
Tor =10 Tay = 0 o..=0 Tz gr(-r~.’f:|

Selon la formulation de la loi de Hooke en fonction de E et v, la relation entre le tenseur de

contraintes o et le tenseur de déformation & s’écrit sous la forme matricielle suivante:

F E 1w 0 €xy
':j_rml 1 — ”! 1 ]. ” E:’.I':'.I' (8_13)
Ty oo 1—-w Exy

En considérant le tenseur de déformation de Green-Lagrange linéarisé établi dans I'équation

(8.10), nous obtenons comme loi de comportement pour la plaque mince :

-EF. - B . 1
Frp = =2 (Cor + 2 Hgr + 1 ey + 1 2 Ky )
E
Yy Tuy = 1— 12 (W Erp + V2 K + €y + 2 Ky (8.14)
E
Try = 1+ v (ery + 2 Kzy)

Nous avons ainsi la relation suivante entre les tenseurs € et le tenseur de contraintes o (en

considérant la loi de Hooke pour la place mince) s’écrit sous la forme matricielle suivante:

Eqx ] -/ ” Fpx
Egys = D -1 ] Ty (8-15)

Ezy ’ 0 0 1+ Ty
8.7. Equations d'équilibre d'une plaque

Considérons un élément dxdy de la plaque uniformément chargée de la figure 8.4.

ﬂ."‘"f f

ox

X ddx

oM f

r]'c dx

dgiﬂ'x
X

oM /f dQ ¥

Xy F{v. ﬁf_}' Q + }}

dy

Fig.8.4- Un élément de la plaque uniformément chargée

80



Elasticité (Cours et Exercices).

Les contraintes distribuées sur I'épaisseur de la plagque produisent des moments de flexion,
des moments de torsion et des forces verticales de cisaillement. Les résultantes (moments et forces)

par unité de longueur peuvent s'écrire :

[ M x f’, o, ‘ Q . E/ - . .
M t=|3 de. tzd:. L[4 ) _
1 M, i, o { Q‘[ % { TIL &= (816)

L'équation différentielle de I'équilibre des plaques minces s’écrit sous la forme :

MM, &M,
fq,“+2 4 ——==p (817)

o dedv oy

L'équation différentielle qui gouverne la flexion des plaques peut étre obtenue comme suit :

e | = ey |

[ et oW i W ¥
S SR (g1g)
iy det oyt ooyt D

Ou:
w est la fleche.

Le parameétre D étant la rigidité flexionnelle de la plaque.
E
D=—r——s (819
Vv

Cette équation présentée par Lagrange en 1811, peut s'écrire sous la forme compacte suivante:
7
1._--111| — lFI_ 8 20
5 (820)

L'équation de Lagrange est I'équation différentielle gouvernante de la flexion des plaques minces.
8.8. Energie de déformation d’une plaque mince

L’énergie de déformation est définie par la somme de I'énergie de déformation membranaire et
de I’énergie de déformation de flexion. L'énergie de déformation de la plague mince est donnée par :

I v 0 ‘1 v 0
1 |4 EI . ER
W = —] F,'rn =0 o1 0 € + {-‘..',r I o1 0 en | de dy. (8.21)
Ay

> 5 5 2
“ 11 00 1-—w 1200=v5)\ g 0 1-»

Exercice:
On considére une plaque semi infinie dans la direction 2 et appuyée en x;=0 et en x;=L. la plague est
soumise a une pression (—Pé&;) comme indiqué sur la figure ci-dessous (figure 8.5). On considére que

les tenseurs des tensions et des moments sont de la forme suivante :
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N 0 0 f:._:"‘f Fbry + ¢ 0
N = : ﬂ-.llr — 2
0 0 0 v(axy + bz + ¢)

Avec :

a, b, c et v sont des constantes.

- Ve b
. v ' 4

Fig.8.5- Plaque semi infinie en flexion
1. Quelle hypothése le caractére semi infini de la plague suggére-t-il de faire ?
2. Calculer les constante a, b et ¢ de maniére a vérifier I’équilibre de la plaque ?
3. En déduire les réactions dans les appuis ?
Solution :
1. Le modele étant semi infini dans la direction x5, la solution loin des bords situés a I'infini est
indépendante de x;:

0

—=0
0X,

2. Les forces surfaciques sont ici de la forme(—Pé;), L’équation d’équilibre donnée par :

4 ~2 1

l'-.‘:_ M o .'?L'f o I!:‘ - .'?L'f v
q:‘-lhﬁq1 +t——==-p
X X o'y oy

L’équation devient :

-p
2

Sur les bords : x; =0 (hormale @ = —¢€,) et x; = L (normalemn = ¢€,.). La condition en effort est de type

2a+p=0 = a=

moment Z nul. L’équation sur les deux bords donne :

[l

nMnA+Zn=0
c=0

X
X

0)+0=0 [c=0
Va2 =1, PL
L)+0=0 ~ |al?+bL=0 b=7
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La solution est donc :

p

0 0 —5ai(z - L) 0
N = M= 2
: ({] [J) | ( 0 !

_Vixl(xl - L)

3. La réaction dans les appuis est calculée en x; =0 et x; = L par la relation suivante

div.M.7i +Y =0
oM

25 1, = 0)+Y(0)=0 Y(O):sz
-a“a”xxx (x = L)+Y(L)=0 N Y(L)= sz
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Exercice N°01:

1°)- Utiliser la convention de sommation pour écrire les expressions qui suivent :

1. bj1 X1+ bjzXz + bj3X3 =6
2.byidis+biydiy+bizdiz+biadis=C

Préciser la valeur de n dans chaque cas ainsi que les indices muets et libres ?

2°)- Soit {es, e} une base d’un espace vectoriel E; et soient deux vecteurs de E; :

X=2e;+4e,;Y=5e;+3e;
On note e; ®e; les vecteurs de base d’un espace E; = E; Q E».
Déterminer I'expression du produit tensoriel XQ Y ?

3°)- Soi Ale tenseur d’ordre 2 donné par :

>

[l
N
o O N
o N O
(o) N " N

Déterminer :

1) Aii; 2) Aij Aij ; 3) Oke Aek (J est le symbole de Kronecker).
Solution :

1°)-

1. l'indice j est un indice libre ; notons k I'indice muet, il vient :

bijk:6;n:3

2. Les premiers indices, notés I des quantités b et d sont libres ; notons j I'indice de sommation, il

vient :

bljdlj:C;n:4

2°)- La propriété de distributivité du produit tensoriel par rapport a I'addition vectorielle nous donne :

X®Y=(2e;+4e;) ®(5e1+3e))=2e;05e;+2e; ¥3e,+4e; W5e;+4e,3e;
L'associativité du produit tensoriel par rapport a la multiplication par un scalaire nous donne :

X@Y=1081 ®61+6€1 ®e2+20e2 ®e1+12e2 882

3°)-

Aii=A11+ Ay + Az =Trace (A)=5
Aij Aij=Trace (A - AT) =28

Oke Aek = Ak = Trace (A) =5

85



Elasticité (Cours et Exercices).

Exercice N°02:

1°)- On considere les deux matrices suivantes :

2 4 6 3 2 1
A:% 2 8|;B={4 3 O
10 12 0O -1 -2 4

Calculer A™, (A+B), C=(AxB) et C*?

2°)- Soient A, B et C trois matrices de composantes A;, Bjj et Cjj respectivement et a est un scalaire.

A=B: A, =B, C=A+B :C;=A; + B; C=o0Ad:C; =04,
A+B=B+ A a(AB)=(04)B = AlaB) AB = BA
A(BC)=(AB)C A+(B+C)=(4+B)+C A(B+C)=AB + AC
n e I . -1 _ _ \
C— AB - [AIR] : Cf;f B ZAH- B-t;' A inversede A: AA I det(AB) = det(A)det(B)
k=1
Copiez les bonnes réponses ?
Solution:
1°)-A™, (A+B), C=(AxB) et C*:
-24 18 5 4 4 4 8 2 13 473 -354 -97
A't=| 20 -15 —-4[|;A+B=|4 4 4|;C=AxB=|0 -5 16|;C*'=|-624 467 128
-5 4 1 4 4 4 39 28 5 -195 146 40

2°)- Toutes les réponses sont correctes.
Exercice N°03:

Soient (u,) et (v,) les suites réelles définies par les relations de récurrence :

{unﬂ = 2Vn +un
Vn+1 = Vn +un

1°)- Exprimer u, et v, en fonction de uy, vg et n, sachant que :

11
D-H'KH e H=|v2 2|3 k=2[2"*
2 2)  AE

Solution:

1°)- u, et v, en fonction de ug, vp :
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un+1 = 2vn +un un+l l 2 un
= = < X, =KX,
Vn+1 :Vn +un Vn+1 1 1 Vn

La suite X, est donc une suite géométrique : X, = K". X,

n_ nygy-1 _H _ (1+\/§)n 0
K"=HD"H avec D=H"KH { 0 (1_\/§)n
donc:
eve] | 0-v2]  Velev2] 2l-2f
K" = 2 2 2 2
202 Vel-v2] (2] f-V2)
4 4 2 2
Ona:

Exercice N°04:

Soient A, B deux matrices d’ordre (3x3) :

-2 2 =2 -1 2 -1
-2 2 =2 -1 1 0

1°)- Vérifier si (AB # BA) ?

2°)- Déterminer les invariants, les valeurs propres de la matrice (C= AB) et le vecteur propre associé
V,?

Solution:

1°)- Vérification si (AB # BA) :

8 -8 14 8 -8 8
AB=-8 8 -4|; BA=|-8 8 -8
8 -8 14 4 -4 4
Donc on peut dire que (AB # BA).
2°)- la matrice (C= AB) :
8 -8 14
C=-8 8 -4
8 -8 14

Les invariants et les valeurs propres de la matrice C:
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detC-A)=-2A +1, 42 -1,A+1,=0

I, =tr(C)=20
8 -8 |8 -4 @8 4
I, = + + =
-8 8| |-8 4| B 4
I, =det(C)=0

L’équation générale devient : — A% + 204> =0
Valeurs propres sont A;=20 et A,=0.
Le vecteur propre associé V; pour A;=20 donné comme suit :

|
(C-A41).V,=0 avec V,=[m|et1>+m®+n*=1

n
On trouve :
. 1
V,=t—| -1
1 \/§ 1

Exercice N°05:

Dans un repére orthonormé (o,x,y,z) le tenseur des contraintes est représenté par la matrice

suivante :
20 10 15
oc=[10 S 0/; (Mpa)
15 0 30

On demande de:
1°)- Déterminer la valeur de (S) pour qu’il y ait un plan selon lequel le vecteur des contraintes soit
nul et les composantes du vecteur unitaire (i) normal a ce plan?
2°)- Déterminer les contraintes principales ?
3°)- Déterminer les directions principales normalisées ?

Solution:
1°)- La valeur de (S) pour gu’il y ait un plan selon lequel le vecteur des contraintes soit nul et les
composantes du vecteur unitaire () normal a ce plan :

|
T(P.n)=[o(P)lin}=0 avec i=m

Le systéeme devient:
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20 10 15|l 0 20l +10m +15n=0
10 S 0 [Kmy=40p<=<10l+Sm=0
15 0 30||n 0 151 +30n=0

La solution de ce systeme est: S =8

Le tenseur des contraintes devient :

20 10 15
oc=[10 8 0/; (Mpa)
15 0 30

2°)- Les contraintes principales :

det(c—A1)=0 = —A+1, A —1,A+1,=0

l,= tr[O'] =0,,+0,,703, =58
= 2 ? ? 675
1,=\01102,—01, +0,,033,—0,3 +03301,—07,
l,=det(c)=0
L’équation générale devient : —1*+581°—6751=0

Les contraintes principales sont:

o, =4188MPa
o, =1612MPa
o, =0MPa

3°)- Les directions principales normalisées :

I
(c-A)V =0 avec V=[mletl>+m?+n®=1

n
0,610 +0,521 +0,596
V, =4 0180 |; V, =+ +0,641|; V, =4 —0,745
0,770 ~0,563 ~0,298

Exercice N°06:

On consideére a un état de contraintes uniforme dont les composantes cartésiennes sont :

—8 4 -4
c=al 4 -2 2| MPa;
4 2 0

Pour a=1/2:
1°)- Déterminer les contraintes principales ?

2°)- Calculer la contrainte moyenne normale et la contrainte tangentielle maximale ?
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3°)- Vérifier les invariants des contraintes I, I, et I3?

Solution :
Pour a=1/2:
-8 4 -4 -4 2 -2
O-:% 4 -2 2 1|=12 -1 1 [MPa;
-4 2 0 -2 1 0

1°)- Les contraintes principales :

det(c—A1)=0 = —A2+1, A —1,A+1,=0

l,=tr [G] =0,,+0,,+03, =-5
2 2 2
l,= (0-11622_0-12 10033703 +03301,— 03 ):_ 5
|,=det(c)=0
L’équation générale devient : —1°-584*+51=0

Les contraintes principales sont:

o, =0,85MPa
o, =0MPa
o, =—585MPa

2°)- La contrainte moyenne normale et la contrainte tangentielle maximale :

On= %(‘711 T 01033 ):% (O-l tT0,%0; ): -167MPa

Troox = i% (o, — o, )= +£3,35MPa

3°)- Vérification des invariants des contraintes I3, I, et I3:
l,=(0,, +0,+04, )= (0, +0,+0,)=-5MPa
-4 2 -1 1 -4 -2 1085 O
+ = +
2 - 1 0 -2 O 0 O
l,=det(c)=(0,.0,.0,)=0

l,= +

0 0 +0,85 0|
0 -585 | 0 -585

Les invariants des contraintes sont vérifiées.

Exercice N°07 :

Considérons les trois états plans de contrainte ci-dessous. Les axes sont principaux. Les contraintes

sont en (MPa).
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"4 500 1 600 i 700
<«— 300 <« 100 —> 200
P > P > P >
X X X

Cas (a) Cas (b) Cas (c)

1°)- Ecrire les matrices relatives a ces trois états de contrainte ?
2°)- D’apres le critere de VON MISES, quel est I’état de contrainte le plus dangereux ?
Solution :

1°)- Les matrices relatives a ces trois états de contrainte :

~300 0 O ~100 0 0 200 0 0
Ow=| 0 500 O|MPa;o,=| 0 —600 0|MPa;o,=| 0 700 O|MPa
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2°)- D’apreés le critére de VON MISES :

VM

O —%\/(ax —O'y)2 +(0'X —O'Z)2 +(0y —O'Z)Z 2\/O'X2 +0'y2 - 0,0,

Cas (a) : 6 = /(=300 +(500)° — (—300)(500) = 700 MPa

Cas (b) : o =/(~100)? +(~600) — (—100) - 600) =556,78 MPa

Cas () : o =+/(200)? +(700)* —(200)700) =624,50 MPa
L’état de contrainte le plus dangereux selon le critere de VON MISES est donc le Cas (a).

Exercice N°08:

Pour un état de contrainte donnée, les contraintes principales sont limitées & 140 MN/m? en traction

et a 45 MN/m’ en compression. La valeur limite de la contrainte élastique est 240 MN/m’.
1°)- En appliquant les deux critéres de TRESCA et de VON MISES:

a) - Calculer le coefficient de sécurité.

b) - Calculer I’écart maximum entre les deux critéres.

Solution :

Les contraintes maximales :

Le critere de VON MISES s’écrit :
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1
O-;/QM B E\/(O-l _0-2)2 +(O-2 _0-3)2 +(0'3 _0'1)2 =167M%2

Le critere de TRESCA s’écrit :

Pour un probléme plan (o3, 0;) avec 03 = 0.
O'eTq (6,,0,,0,)=max QO'Z —0'l|, |0'1|,|0'2|): 185 M%z

a)-Le coefficient de sécurité

(o)
a=—
O
(o) (o)
ar =— =130; Ay = — =144
O'eq O'eq

b) - L’écart maximum entre les deux criteres de : 0,097~ 10%
Exercice N°09:
On considére a un état de contraintes uniforme dont les composantes cartésiennes sont :

4 4 4

c=|4 4 4] (sz
4 4 4 mm

On demande de:

1°)- Déterminer les contraintes principales ?

2°)- Déterminer la direction principale normalisée X; ?

3°)- D’apreés les deux criteres de VON MISES et de TRESCA, calculer la contrainte équivalente ?
Solution :

1°)- Les contraintes principales ?

det(c—A1 =0 = —22+1, 421, 1+1,=0

1,=12
1,=0
1,=0
L’équation générale devient : —1°+121° =0
Les contraintes principales sont:
o, =12MPa
o, =0, =0MPa

2°)- La direction principale normalisée X; :
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1,
(c-A41).V,=0 avec V,=|m, |etl*+m*+n’=1
nl
1 1
V, =41
3 1

3°)- D’apreés les deux critéres de VON MISES et de TRESCA, la contrainte équivalente :

Oy = - \/(51—02)2+(O'2—O'3)2+(O'3—O'1)2 =12 MPa

“ "7

. ) - =19 MN
ot =max (o - 7, o, ~ o, - ) =12MN/

eq
Exercice N°10:
L’état des contraintes en un point (M) d’un milieu continu est donné dans la base orthonormée

(oeseses) par le tenseur :

0,7« 36a O
oy = 36a 28a 0 [Mpa, Avec:aestconstante réelle, paramétre de charge.
0 0O 76

1°)- Quel est I'état des contraintes en point (M) pour (a =0) ?
2°) Pour (a = 1), calculer les composantes normales et tangentielles des vecteurs contraintes agissant

en (M) sur les deux facettes de normales :

(ﬁ 1 O]et[i Kl ij
2 2 J2' e V3
3°)-Déterminer en fonction de (a), les contraintes principales et les directions principales
correspondantes ? Que peut-on conclure lorsque (a) varie ?
4°)- Déterminer les valeurs de (a) pour que I'état des contraintes au point (M) soit :
a)- cylindrique ; b)- hydrostatique superposé a un cisaillement pur ?
5°)- Déterminer le cisaillement maximum pour des valeurs de (a) positives ?
Solution :

1°)- L’état des contraintes en point (M) pour (¢ =0) :

00 0
o(M)=|0 0 0 |Mpa ;o,=76MPa>0
0 0 76

Le cas (a = 0) correspond a un état de traction pure dans la direction de I'axe Z.
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2°) Pour (a = 1), Les composantes normales et tangentielles des vecteurs contraintes agissant en (M)

sur les deux facettes de normales :

07 36 O
o(M)=|36 28 0 |Mpa
0 0 76

T.] [07 36 o0l
T(M,i)=[c(M)fi}=0<:T =36 28 0 [{m
T 0 0 76]||n

*La facette de normale : fi, = @ l 0
2 2
T, 2,406
T, =14,518 MPa
T, (0
La composante normale
2,406
o, = {ﬁT },f(M,ﬁ)@ o, :(g % O} 4,518 + = 4,343 MPa
0

V3
.| (2406 21 (-1355
7., t=14518} 4343, % =1+2,346} MPa
r..] 0 0 0

Le module de cisaillement est :

T, = ||fn || =72 + rfy +12, =2,71MPa

*La facette de normale : i —(i i i)
* 2 \/E ’ \/E y \/5
T, 1,965
Ty =<3,689 » MPa
T 4,388

La composante normale
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oL L L)l s aea
V2. Je V3 4,388
La composante tangentielle
1
| (1,965 \/15 -1874
7, (=93,689 —5,429. T =<+1473} MPa
7., 4,388 1 +1,253
V3
Le module de cisaillement est :
7, =2,69 MPa

3°)- Les contraintes principales et les directions principales correspondantes en fonction de (a):

L’équation générale devient :

det(c—A1)=0 = (7,6 —1)5,5a —A )} 2cx +1)=0
Les contraintes principales sont:

o, =55a MPa
o, =—2a MPa
o, =7,6MPa

Les directions principales sont:

|
(c—-A)V=0 avec V=mletl>?’+m*+n®=1

n

0,6 +0,6 0
V,=408]|; V,=4-08]; V, =40
0 0 1

Conclusion: Les directions 7()1,7()2 et 7(} sont indépendantes de a et Lorsque a varie, Les directions
principales des contraintes restent paralléles a elles mémes.
4°)- Les valeurs de (a) pour que I’état des contraintes au point (M) soit :

a)- cylindrigue : Un état cylindriqgue de contrainte est un état tel que deux contraintes principales

soient égales. Dans la base (X1, X, et X3) nous pouvons avoir trois possibilités :
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o, =0, < 55a=-20=a,=036
o,=0;<55%5=76=a, =138
o,=0,=—2a=16=a,=-38

b)- Un état cisaillement simple superposé a une contrainte hydrostatique est représenté, dans le

repére principal des contraintes, par lune des trois matrices :

-a+P 0 0 -a+P 0 0 P 0 0
0 a+P 0/; 0 P 0 [;|0 —a+P 0 avecP contrainte hydrostatique
0 0 P 0 0 a+P 0 0 a+P
PourP=7,6:
—a+P =55« —a=55x—-P
=>a, =434
a+P=2a a=2a-P
Pour P=-2a :
—a+P =55« —a=55x—-P
= a, =—080
a+P=706 a=76-P
Pour P=5,5a :
-a+P=-"2a -a=—2a-P
= a, =0,58
a+P=706 a=76-P

5°)- Le cisaillement maximum pour des valeurs de (a) positives :
On suppose que(O'l -0, - 03)

(01 - 03)

2

Le cisaillement maximum devient: 7., =

O<a<ea donc: o, =706, 0,="2a=r1, =38+«
a, <a <o donc: o, =55a; 0, =-2a =7, =3,75x

Exercice N°11:
Considérons |'état plan de contraintes au point P représenté [y

50
sur la figure ci-contre. Les contraintes sont en MPa. 100

1°)-Ecrire la matrice des contraintes en P dans le repéere xyz ? 100

2°)-Déterminer les éléments principaux des contraintes. 50

Représenter les éléments principaux des contraintes dans le

100

plan xy ?
100 |

3°)-Déterminer les valeurs maximum et minimum des 50

contraintes de cisaillement et tracer le tri-cercle de Mohr?
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Solution :

1°)-La matrice des contraintes en P dans le repére xyz :

~-50 100 0
o(P)=|100 -50 O|MPa
0 0 O

Etat des contraintes planes avec (0,, = 0).

2°)-Les éléments principaux des contraintes :

2
o, +0o o, —O =50 MPa
o, =— Y+ =¥ +(Txy)2:> 1 et o, =0 MPa
’ 2 2 o, =-150 MPa

Représentation des éléments principaux des contraintes dans le plan xy :

50

3°)-Les valeurs maximum et minimum des contraintes de cisaillement :

- =1M:rm =100

min 2 min

Représentation graphique (le tri-cercle de Mohr) :
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Exercice N°12:

Dans un repére orthonormé (oe;ezes) soit le tenseur de contraintes suivant :

|12 4 0
oc=|4 9 -2|Mpa
0 -2 3

1°)- Décomposez le tenseur déviateur et sphérique ?

2°)- Trouvez le tenseur de contraintes o'dans la base orthonormé (oe’;e’,e’;) dont la matrice de
transformation est donnée par :

o L+ 1
V2 2

1 1 1
C=| — = —Z=|Mpa
J2 2 2p
I
V2 2 2]

Solution:

1°)- Le tenseur déviateur et sphérique ?

- _ tr(ED ):o

[;(P)]:;m|+0'0 avec{= |

O'm:—l:8
3
Le tenseur sphérique (gml ).
_ 100 8 00
os=8/0 1 0(=/0 8 0|MPa
0 01 0 0 8
Le tenseur déviateur des contraintes (;D):
- 12-8 4 0 4 4 0
oo 4 9-8 -2|=|{4 1 -2|MPa
0 -2 3-8 0 -2 -5
2°)- Le tenseur de contraintes o FJ:[C].FJ.[C]T
o L 1] o L], 24 32-4]
V2 2012 4 o V2o 2 5 2 2
[?]: | I Y | B L e N W T I
V22 2 2o 2 2 2
1 1 1(l0 -2 3§11 1] [3/2-4
-— = = — = = —2  —2J2+10
V2 2 2] V2 o2 24 | 2 |
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Exercice N°13:

Une plaque mince rectangulaire OABC de section A x 1.0
_ 2 . , p—— 150
initiale (150x100) mm~ est déformée en O’A’B'C’ tel 025Xt - B *)
— ......-_1 = = —— ..E........... -5
gue montré sur la figure ci-contre. | miie
1 1
En supposant un champ des déplacements uniformes : 100 '1 1
\
1°)-Déterminer les déformations dans le systeme .1 "l
d’axes (x1, Xz) ? 0.5 : e P
¥ "?"?‘0""“'-—--__ c_f: 1.25
2°)-Calculer les déformations principales et leurs o e B
0.73 S1T5
orientations ?
Solution:
1°)-Les déformations dans le systéme d’axes (x1, X») :
Les déformations longitudinales
u,-uU 1-0 -
£ =& =2 Pt = =6,67.10"°
v AB 150
V., -V, -05-(-125 _
Exx, —€cp = g € = ( ):7,5.103
2 CB 100

Les déformations angulaires

Uo-U,  Vo-Ve _075-0 ~0,5—(-1,25)

=12,5.107°
OA oC 100 150

Vxx, =

Onprend y,, = —12,5.10 car I’angle CBA a augmente plus de 90°.

2°)-Les déformations principales et leurs orientations :

gxlxl + gxzxz gxlxl - gxzxz ’ 7/X1Xz ? & = 13,349 1073
10 = + +| 22| = B
2 2 2 £, =0821.10

Y xxs
&

tg(26p) = = p =43"10

X% _gxzxz
Exercice N°14:
On donne une matrice de déformation dans les axes principaux :
1000 o 0
[elz = 1075 © -200 O
0 o -

Le matériau a comme caractéristiques: E= 200 GPa et v =0.3.

1°)- Calculer la matrice des contraintes correspondante ?
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a)-En contraintes planes.

b)-En déformations planes.

Solution :

La matrice des contraintes correspondante :

Selon I'équation de Lamé:
[o(M)] = har[e(MD ] 1]+ 2u[e(M)]

Ou A et u sont les coefficients de Lamé. Ces constantes sont liées au module d’Young et le coefficient

de Poisson par les relations :

:L “:G:L
(1—2v)1+v) 2(1+v)
a)-En contraintes planes :
(o, 0 0] =[5 0 0 = 100
0 o, 0|= 0 &, 0|+——(e,+&,+6,]0 1 0
< 1+ Y 1+v)i-2v) ™ ¥ %
0 0 o0 I S it 00 1
0x 0 O 200.10° 0000 0 0,3x200.10° L oo
0 o, 0l="—"" 0 -200 0 [10°+—222"=" (800+¢,)0 1 0[10°
13 13x0,4
0 0 O] 0 0 ¢, 001

De la résolution du systéme on trouve : (Ox = 207 MPa ; Gyy = 22 MPa et £,,=-343x10'6)

207 0 O 1000 0 0
[o(P)]=| 0 22 O|MPa;[s(P)]=| 0 -200 0 |10°
0 0 0 0 0 —343
b)-En déformations planes :
o, 0 0 = [ 0 0 100
0 0 |= 0|+ —~—le,+€,)0 1 0
T )| - o (1+v)(1—2v)(gxx “w
0 0 o, 0 0 O 001
T 00 200.10° 00 9 03 200 103
0 o, 0|= 1'3 0 -200 0[10°+— (800)o 1 0 106
0 0 o, ! 0 0 0 001

De la résolution du systeme on trouve : (Ox = 246 MPa ; Oyy = 62 MPa et 0,,= 92 MPa)

246 0 0 1000 0 0
[c(P)]=| 0 62 0|MPa;[s(P)]=| O -200 0/10°
0 0 9 0 0 0
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Exercice N°15:

Une éprouvette cylindrique de (®@=14mm) et de longueur (L=80mm) est soumise a un effort de
traction de (8000 N). L’allongement qui en résulte est de (AL=0.020).

1°)- Déterminer les contraintes, les déformations infinitésimales et celles vraies ?

2°)- En déduire le module d’élasticité (E), Conclure ?

Solution :

1°)- Les contraintes et les déformations infinitésimales :

. _AL_002
inf L 80

o =P _ P _s5197MPa

7ZD2
4 J

)=2,499.10"*
)=51,98 MPa

=25.10"

El

w

o
7 N\

Les contraintes est les déformations vraies :

g =In(l+e

inf

Oy = Ojnt (1+ Eint

2°)- le module d’élasticité (E) : selon la loi de Hooke on a (o = €. E)

E, . =2 ~20,788.10* MPa
ginf
E, = 2¥ ~20,80.10 MPa
gV

Conclusion : Dans le domaine élastique, le calcul infinitésimal est suffisant.
Exercice N°16:
En un point (A) d’un solide élastique homogeéne et isotrope de coefficient de Poisson (v=1/3), les

déformations principales sont données dans le rapport:
(E3+€1=6+10;€E3+€E,=6+8;&,+€E:,=8+10).
1°)- Trouver le rapport correspondant en contraintes (03 +0, + 0;) ?

2°)- La contrainte de cisaillement maximale au point (A) est (tmax = 5 N/mm?) et le module d’élasticité
du solide est (E= 2.10° N/mm?), trouver les valeurs des contraintes et des déformations principales ?

Solution:
1°)- Le rapport correspondant en contraintes (03 +0, + 0;) :

En utilisant les lois de comportement :
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& :_[(71 _V(O'z +03)]

&, :_[0'2 _V(Gl +03)]
1

&3 =E[53 _V(O-l +Uz)]

Pour (€, +&; = 8+10) on a:

(4+5v)o, —(5+4v)o, +vo, =0  Eq(l)
Pour (€3 + &€; =6 +10) on a:

(3+5v)o, +2vo, —-(5+3v)o, =0 Eq(2)

En divisant les deux équations (1) et (2) sur (03), on obtient le systéme suivant :

5+av)22 v 22— 445y

0y 0y
2v 72 _(5+3y)7% = (3+5v)
0y 0,

Dont la solution donne :
o 16 .0y 15
o, 17 o 17
Le rapport correspondant en contraintes est (03 +0;=15+17,;,03+0,=15+16; 0,+0,=16 +17).
2°)- Les valeurs des contraintes et des déformations principales :

TW=M=5N/mm2:>(O'1—O'3)=1O et % _15
2 o, 17

La solution est :

(07 =85 MPa ; 0, =80 MPa ; 03= 75 MPa) et (€; = 1,67 x10™ ; €, =1,33 x10™ ; €5= 1x10?).

Exercice N°17:

La répartition des contraintes dans un corps solide déformable en équilibre statique sans effet des
forces de volume est donnée par le tenseur suivant rapporté au repere (oe;ees):

(L’état des contraintes est indépendant de I'axe vertical : 0z)

(2x+2y)8 2fop(x.y) O
o=|2B0,(x,y) (2x-4y)8 0 |Mpa Avec:P est constante réelle,

0 0 28y

La contrainte agissant au point M(0,1) sur un plan verticale de normale inclinée de (rt/4) par rapport
a (ox), est une contrainte de cisaillement pure (t).
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1°)- Si (B =1/2), Déterminer o1,(x, y) et donner la valeur de (t)?
Solution:
o1z(x, y)=7? et(r)=7

Pour (B=1/2):

(2x +2y) (—j Z(EJGH(X,)/) 0 W
2 (X+y) O'lz(XrY) 0
o=|2{3 oty @-ay)(2) 0 |=|ouly) (x-29) o|wpa
1 0 0 y
0 o 3]
Le tenseur des contraintes agissant au point M(0,1) :
(0+1) o,001) O 1 0,01 0
o[M(01)]=|0,01) (0-2(1) 0|=|0,01) -2 0[Mpa
0 0 1 0 0 1

Le systeme d’équation d’équilibre est donné par :

= =
o0 oo CO13
11 " 1z . F

S =t —+ 5 =0
cx ay oz
- A =
Fils] oo 0 23
12y 22 + F =0
cx ay (o4

- -
{?GIS' N ﬁﬁzg 3 f."'j33+ F ﬂ

e cy 0z

Le systeme d’équation d’équilibre devient (sans effet des forces de volume (Fx=Fy=F;=0):

Jlx+y) Oa,lx.¥) Oa,(x,y)
N .y

) a1 =U 1 + - =U
cx ay cy

=
a_ = . =N
Oa,x.y) ¢ (x-2y) Couley) -
ouler) 0 cbd) -2
cx cy cx

Le systéme d’équation d’équilibre agissant au point M(0,1) devient :

9% - Jmp, ——y+ F(X)

0

%: 2=0,,=2X+C avec c=cte
X

donc: oy, =2Xx—Yy+C avec f(x)=2x+cC
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1 0,01 0 1 -1+c 0
oM(01)]=|0,01) -2 0|=|-1+c -2 0|Mpa
0 0 1 0 0 1

1
T, 1 _14c 0]]V2 c
T(M,i)=c[M(01)ii}=0<1T, {=|-1+c -2 0 % P P
T 0 NG 2o
: 0
1 1 1| 3
=i (i TM,f)eo, =| = —= 0|-=4c-3}=c—=>
o=l e {5 5 o) io-st-e-]

. , - 3
La contrainte est une contrainte de cisaillement pure: o, =0=cCc = 2 MPa

d’ol o,,(X,y)=2x—y +g

La composante tangentielle est :

M =oi + 1zl = [zl =T - o7 =15MPa

Exercice N°18:
Une plaque de hauteur h et de faible épaisseur ap = 15 cm devant une longueur €, = 245 cm, est

confinée entre deux solides infiniment rigides et soumise a une force uniforme P tel que montré sur

la figure ci-dessous.

J'l * X
£ VAV A A A AR WA NN NN . P V.,
e e e St e s e e s et e e e St n v i) X s, e
&r D L L L e L L L L L L L = 1 x [altalls
o e /S o/ et ke e e P 3 s
PE s s s s s e e e e L e g — e h
.J_:— e g™ g e e g e i g e g e g g e g e e g g g g P e
e e e e T e e e s
'l'-—" JJJ«AJJJJM«A—JMJ—JJJJ-@JJ%JJJM-\J—% R s |
Fai o i i L A A A A A A Fa EAE
A ag
-

1°)- Quelles sont les composantes nulles des tenseurs des contraintes et des déformations.
2°)- Si on suppose que le matériau de la plaque est élastique et isotrope avec un module d’élasticité E

et un coefficient de Poisson v, déterminer en fonction de P, E et v les composantes non nulles des

deux tenseurs ?
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3°)- Déterminer, en fonction de E, v et des coordonnées (X1, X5, X3), les expressions des composantes
usz, Uy et uz du champ des déplacements ?
4°)- Si E = 200 Mpa et v = 0.33, calculer la force « P » nécessaire pour allonger la longueur de la
plague a € =290cm ?
5°)- Que devient alors la nouvelle épaisseur « a » de la plaque ?
Solution :
1°)- Les composantes nulles :
Les composantes de cisaillement et de glissement
€,=0 empéché par les deux solides
033 =0 laplaque est libre de se dilater sur son épaisseur
2°)- Les composantes non nulles :
La force est uniforme o3; =P ; c’est une traction
o5, fonction de ojzetv
Ona ¢g;=[(1+v)/E].0;— (v/E).trace (o).l
€11 = 011/E — (V/E) 022
€37 = 05,/E—(V/E) 0;;=0donne ©2,=vo;;=VP
€33=033/E -V/E (0114 022)=-voy1(1+V)/E=-v(1+Vv)P/Eete=(1- vz) P/E
3°)- Déplacements:
u; = [e11dx; = (P/E) (1 - V?) x4 ne dépend pas des autres directions puisque pas de glissement.
uz=[endx;=0
usz = [e33dxs = (-P/E) v (1 + V) x3
4°)- Traction :
La déformation : €11= Al/lp = (290 - 245)/245=0.184=18.4%
D'oll : P=Eeg/(1-v%) =41.30 MPa
5°)- Epaisseur finale :
€33=-v (1 +V)P/E=-0.091=-9.1% d’oll a=ag (1+ €33) = 14 cm.
Exercice N°19: flexion simple d’une poutre rectangulaire
On considere une poutre droite d’axe (O;ﬁl), de section rectangulaire (hauteur 2h, épaisseur
2b). Cette poutre est encastrée dans un massif a I'abscisse (x;=0). L'extrémité libre est la seule
supportant un chargement. D’autre part on suppose que les forces de volume sont nulles. On
suppose que l'épaisseur est tres faible devant les autres dimensions de la poutre et qu’en

conséquence, on peut faire ’hypothése d’un état plan de contrainte.
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Nous adoptons la fonction d’Airy suivante :

(26)(2K) 4

avec = —bi
3

2 1T T g 12

On constate aisément que la fonction ainsi définie est bi-harmonique.
1°)- Déterminer |'état de contrainte ?

2°)- Déterminer la tenseur déformation ?

3°)- Déduire le champ de déplacement ?

4°)- Déduire la déformée de la ligne moyenne (x,= x3= 0) ?

5°)- Déterminer la fleche a I'extrémité libre ?

Solution :

1°)- On peut alors déterminer I'état de contrainte obtenu :

e P
= =—\/-x)x,
ox, I
R
9, = =
cx,”
&% p >
F.="7T—"= {-'r?- "l:]
o, O, 21

Cet état de contrainte est parfaitement compatible avec la condition de non chargement des
faces supérieure (x,= h) et inférieure (x,=-h) de la poutre.
Pour la section extrémité (x;= ), on obtient un torseur équivalent avec un moment nul au centre de

surface et une résultante n’ayant qu’une composante :
J T(M;E, )ds=-PE,
N

On peut donc considérer que la poutre est sollicitée en flexion simple. Il est a noter que I'état de
contrainte ainsi obtenu est parfaitement en accord avec la théorie élémentaire des poutres.

Il reste a vérifier les conditions aux limites sur les déplacements et en particulier la condition
d’encastrement de la section (x;=0).

Il convient donc de calculer la forme générale du champ de déplacement. Toutefois, dans le
cas d’élasticité plane, il n’est pas nécessaire d’utiliser la méthode générale avec Ila
détermination du tenseur antisymétrique. L'intégration peut se faire directement a partir des
relations déplacements-déformations.

2°)- Dans notre exemple nous avons la tenseur déformation suivant :
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P du
&, =—\I—x )x,=—
viP cu,
R g, =— [—x Jx,=—=
2=} =5
£_11=_{1+V}P[\h_~ __1_1;-}=l[r;-u1 +£.:!f;
) 2E1 S0 20, O
3°)- Les deux premieres équations nous permettent d’écrire :
Px, ¥, . vP X,
wy=—= lx,——— |+ flx, t,=——\—x ) —=—+glx
! E![I E]I{'J 2 Ef{ |}2 é-(|]

A partir de la troisieme équation, on obtient :

3

_f'{-l’; }=— Kx, + 221’ |:{2+ V}%—ZU +1*].|’;: x?:| +K,

Le champ de déplacement n’étant déterminé que par trois constantes, il est pratiquement impossible
de respecter la condition d’encastrement pour tous les points de la section droite définie par (x;= 0).
Pour définir les constantes, on se contentera de donner leur valeur afin de respecter le non

déplacement de certains points de la section origine. On peut écrire par exemple :

u,(0,0)=0 K,=0

1u,(0,0)=0 = {K,=0

__Ph'(4+5v)
6E1

4°)- On peut alors en déduire la déformée de la ligne moyenne (x,= x3= 0).

- PR, v P, 2 ox")
n:{.fl,ﬂ]——m{4+5v}.rl —m[hrl ——J

5°)- Ainsi la fleche a I'extrémité libre est :

u,(1,0)=- % (4+5v)- %

Dans cette expression, le second terme correspond parfaitement a la valeur de la fleche donnée par
la théorie élémentaire des poutres. Le premier terme apparait donc comme un terme correctif vis a

vis de cette théorie.
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Exercice N°20: Conditions aux limites

Soit un barrage-poids schématisé de la facon suivante (voir figure ci-dessous). Ce barrage de section
rectangulaire. OAB repose simplement sur le sol par son coté AB. De fagon trés schématique, un
barrage-poids est un bloc (en maconnerie ou en béton), assez lourd pour résister a la poussée qui

cherche a le faire glisser sur sa base ou a la faire basculer.

/1 e

_— P hirerr

l'i Ap

Vue en plan barrage-poids

B

Le tenseur des contraintes donné comme suit :

oy op 0
c=|0, 0, 0 |MPa
0 0 o4,

1°)- Ecrire les conditions aux limites du probleme dans le plan (7(),7).
Solution :

Les conditions aux limites du probléme dans le plan (7(,7):

1. Conditions de chargement de la face OA :

Soit Mg, = (0,—1,0) la normale 3 la face OA.

P la charge exercée par la pression d’eau en un point M de OA est donnée par :

o, o, 0 0 o, o, 00 0
n o, =0
PM)=|0, 0, O [Nnoa=|pgy|<|o, o, 0 ||-1|=|pgy :»{
O,, =—
0 0 o 0 0 0 oullo) (o 22 = A

Les conditions aux limites de la face OA sont :
7,,(0,y)=0 vy etyel0,h]
{022(0, y)=-pgy Vyetyeloh]
2. Conditions de chargement de la face OB : cette surface n’est pas chargée donc le vecteur
contrainte en un point M de cette surface est nul, soit P(M)=0.
Soit Myp = (—sin®, cosO,0) la normale a la face OB. Dans ce cas nous pouvons exprimer la relation

géomeétrique suivante entre x ety : x=y.tg@
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Les conditions aux limites de la face OB sont :

—sinf.o,,(ytgo,y)+cosb.o,,(ytgh,y)=0 Vy et ye|0,h]
—sinf.o,,(y190,y)+cosb.0,,(ytgo,y)=0 Vy et yeloh]

3. Conditions de chargement de la face AB: sur cette face ne se passe rien volontairement, donc

nous n’avons pas a exprimer de conditions aux limites.
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