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Préface

Ce polycopié est le fruit de I'enseignement de module "Algebre linéaire"
pendant des années. Je voulais enrichir la bibliothéque universitaire avec ce travalil
et aider nos chers étudiants dans ces études.

les étudiants des premiéres années de sciences et technologie et de sciences
de la matiére peuvent le profiter en cadre de module Maths 2, pour ce qui est de
classes de deuxieme année mathématiques et informatique ils trouvent ce qu’ils
veulent.

Ce travail contient cing chapitres, chaque chapitre est suivi par une série de
guestions de cours et part fois d'exercices d'applications.
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Chapitre 1

Les espaces vectoriels et les
applications linéaires

1. Les espaces vectoriels.
2. Les applications linéaires.

3. Les matrices.

Les espaces vectoriels ont été introduits par Cayley et Grassmann au milieu du X7.X*¢
siecle. Cependant, le premier ne proposait qu'un calcul sur des n-uplets et la formalisation
du second était des plus obscures. Ce fut ’ccuvre de Giuseppe Peano de déchiftrer le travail
du mathématicien allemand et de donner le premier, en 1888, une définition satisfaisante
d’un espace vectoriel. Il introduisit les applications linéaires et montra que cette théorie ne
se réduit pas a la dimension finie en citant ’exemple des polynomes. Giuseppe Peano est
aussi connu pour son axiomatique des entiers naturels et pour avoir construit une courbe
remplissant un carré. On lui doit d’astucieux contre-exemples qui ont remis en cause des
assertions qui semblaient pourtant bien établies.

1.1 Espace vectoriel et application linéaire :

1.1.1 Espace vectoriel :

Définition 1 Soit K un corps quelconque.
Un espace vectoriel sur K est un ensemble E muni de deuz lois, une loi interne (4) qui fait
de E un groupe abélien, est une loi externe (-)

r:KxFE—F
(,2) — a-x
vérifiant :
1. a(x +y) = axr + ay.
2. (a+B)r=ar+Py. Vr,ye E eta,pek.
3. a(fr) = (af)x.
4. 1l -x = x. Ou 1g désigne ’élément unité de K.

Les élément de Esont appelés vecteurs, et ceux de K scalaires.

Exemple 1 L’ensemble R? muni de l'addition et de la multiplication par un scalaire, définies
par :



(z,y) + (2*,9°) = (@ +2) + (y + ¢
Az, y) = (Az, Ay)

R? est un R—espace vectoriel.
Par contre R*? muni de méme lois n'est pas un R—espace vectoriel car la loi de multiplicateur
n’est pas externe. En effet :

St : A= 0 alors Az,y) = (A\z, \y) = (0,0) ¢ R*2.

Remarque 1 R" est un R—espace vectoriel et C" est C—espace vectoriel .

1.1.2 Application linéaire :

Définition 2 Soient E, F' deuz espaces vectoriels sur le corps K.

Une application linéaire (ou K—linéaire)de E dans F est un homéomorphisme d’espaces
vectoriels ¢ : B — F' qui vérifié :

V(z,y) eE* et A\ € K:

pr+y)=e@)+ely) et pAr) = Ap(z).

Ces deux propriétés peuvent se résume en une seule :

plaz + By) = ap(x) + Be(y). V(a,B) € K2

Définition 3 Soient E et F' deux espaces vectoriels.
On appelle noyau de 'application linéaire p : E — F', le sous ensemble de E d’ont l’image
est Op. Donc :

Kerop={x e E:¢(x)=0p}.

L’tmage de ¢ c’est le sous ensemble p(E) C F définit par :

Imp=p(E)={ye F/Ir e E:y=yp(z)}.

Corollaire 1 Soit ¢ une application linéaire de E dans F :(Ezxercices de TD)
1. ¢ est injective <= Kerp = {0g}.
2. ¢ est surjective <= Imp = F'.

Définition 4

— Un endomorphisme est une application linéaire de E dans lui méme.
— Un isomorphisme est une application linéaire bijective de E dans lui méme.

— Un automorphisme est une application linéaire de E dans lui méme.

1.1.3 Sous espaces vectoriels :

Définition 5 Soit E un K—espace vectoriel, F est un sous ensemble de E.
On dit que F est un sous espace vectoriel de E, si F' est un K—espace vectoriel pour les lois
induites par celles définis sur E.



Exemple 2 E = (R* +,) est un espace vectoriel.

On considére le sous ensemble : F = {X = (%1, 29, 23,74) € R : 1y + 229 — 23 = 0}.
Soient X = (1,29, x3,24) et Y = (y1,Y2,Y3,y4) € F.

Comme : X =Y = (x; + 229 — x3) — (Y1 +2y2 —y3) =0

alors : X =Y € F et (F,+) est un groupe pour la loi additive et les axiomes d’une espace
vectoriel sont vérifiées, donc (F,+,-) est un sous espace vectoriel.

Théoreme 1 Soit E un K—espace vectoriel.

1. Pour q’une partie non vide F de Esoit un sous espace vectoriel de E il faut et il suffit
que pour tous x1,x9 € F et a, f € K on ait :

’ozx1+ﬁx2 EF‘

2. L’intersection des sous espaces vectoriels de E est un sous espaces vectoriel.

— La réunion d’une famille croissante(au sens de l'inclusion) de sous espaces vec-
toriel de E.

3. Le noyau d’une application linéaire de E dans F (telle que : E et F' deuzx espace
vectoriel) est un sous espace vectoriel de E.
— L’image d’une application linéaire est un sous espace vectoriel de F'.
Exemple 3 Soit E = F(|—a,al,R) l'espace vectoriel des fonctions définie sur [—a,a] C R
dans R.
On désigne par I (respectivement P ) le sous ensemble de E formé des fonctions impaires
(respectivement paires).

Les ensembles I et P sont des sous espaces vectoriels de E.
En effet :Vf,gel etVa,B €R, on a :
(af + Bg)(—x) =af(—x) + fyg(—x)
= — (af () + By(x))
=—(af + Bg)(z)

donc : (af + pg) € Z. (de méme pour P).

1.1.4 Somme directe

Définition 6 L’espace vectoriel E est dit somme direct des sous-espaces vectoriels Fy et Es,
si et seulement si :

E1+E2:E GtElmEQZ{OE}

On notera dans ce cas :

E=FE & E |

Remarque 2 Ainsi tout x € E admet une décomposition unique sous la forme :
r=ux1+x9 telle que :x1 € By, 19 € Es.

Exemple 4 Soient Z et P les sous-espaces vectoriels des fonctions réelles impaires et paires
sur ’espace vectoriel E.

YVoe E, ona:

p(r) + (=)

pl2) = o)
fla) = A ;

2 Y
telle que : feZ etgePetona:p=f+g.
Donc: T+ P =FE.

Comme on a la fonction nul est a la fois paire et impaire alors :

I+P:{OE}:>I@P:E.

g(z) =

3



1.1.5 Projections et projecteurs

Nous définissons ainsi deux endomorphisme P; et P, de E dans F tels que :
Pi(x) =21 Py(x)=x9 0u:x =21+ 22

Définition 7 L’application Py (respectivement Py) est appelée la projection de E sur FE;
(respectivement Ey ) parallélement a Ey (respectivement Ey ).
On remarque que :

KerP1:E2 ) ImP1:E1

KGI'PQZEl X Impngg

ainst tous vecteur x € E peut s’écrit sous la forme :

T =1+ X9 = P1<£L'> + Pg(l‘)

]P1+P2:IdE.\

Définition 8 On appelle projecteur de E tout endomorphisme P de E vérifiant :

PoP=Pou:P*=P
| |

Définition 9 (théoréme) Si P est un projecteur, alors P est la projection sur Im P pa-
rallelement a Ker P.

Définition 10 (Généralité :) Tout élément x € E peut s’écrire sous la forme :

a::zn:; r;, € F;

=1

1.1.6 Base et dimension

Définition 11 Une partie G = vy, vq,- - , v, du K—espace vectoriel est dit génératrice de E
si tout élément de E peut s’écrire comme combinaisons linéaire des éléments de G c-a-d :

p
Ve € E;day,ag,--- ,a,: 2 = E a;v;
i

Définition 12 Une partie L du K—espace vectoriel est dite libre, si pour tout famille des

scalaire (N;),c; on a :

D Awi=0—X=0 Viel
Remarque 3 Dans le cas contraire, on dit que L est une famille liée.
Exemple 5 Soit E le sous-ensemble de R définie par :
E=v=(1,y,2) R 0 +y+22=0
C’est la noyau de lapplication ¢ de R® dans R définie par :
o(z,y,2) =x+y+22

Donc E est un sous-espace vectoriel de R?, d’autre part :

4



— Tout vecteur v € E s’écrit sous la forme :

v=(z,y,2) = (—y —2z,9,2) = y(—1,1,0) + 2(=2,0,1)

= Yv1 + 2va.

Tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linaire des vecteurs vy et vs.

— Les vecteurs vy et vy sont linéairement indépendants car :

Va,B €R On a :
—a—20=0
avy + Py = 0 <= a+08=0 = a=p=0
Oa+38=0

Définition 13 Une famille B = (v;),.; d’élément du K—espace vectoriel est une base de E
s1 et seulement si :

1. B est une famille génératrice.

2. B est une famille libre.

Exemple 6 La famille B = {vy,v3} de l’exemple précédent forme une base pour le sous-
espace vectoriel E de R3.

Théoreme 2 La famille B = <vi>i=1,---,n des vecteurs d’un K—espace vectoriel de E est
une base de E si et seulement si tout vecteur x de E s’exprime de maniére unique comme
combinaison linéaire de (v1,vq, -+ ,Uy).
C-a-d :

Ve € E; 3l (x1, 29, ,x,) € K" 1 2 = 2901 + 2ovg + -+ + 2,05,

— Les x; sont appelés : coordonnées de x suivant B.

Définition 14 On dit qu’un K—espace vectoriel E est de dimension finie s’il admet une
famille finie génératrice.

Exemple 7 Le sous-espace vectoriel R? est de dimension finie, il est engendré par les vec-
teurs : ey = (1,0) et ex = (0,1).

Théoreme 3 (Théoréme de la base incompléte). Soient E un espace vectoriel sur K.

E # {0g} de dimension finie, v une famille génératrice de E et L une famille libre contenue
dans G alors : il existe une base finie B de E dont I’ensemble des élément contient L est
contenu dans G, on note L C B C G. C-a-d : Si E est de dimension n, on compléte L par
(n —p) élément de G pour obtenir une base de E.

Exemple 8 On sait que I’ensemble L = (1,0,0), (0, —2,0) est une famille libre de R? donc
on peut compléte L un par troisiéme vecteurs (0,0,3) de telle faccon que l’ensemble B =
(1,0,0), (0, —2,0),(0,0,3) est une base de R3.

Définition 15 (Dimension) : Soit E un K—espace vectoriel telle que E # {0g}.
On appelle dimension de E sur K le nombre de vecteurs d’une base de E.

Ce nombre est noté dimg E (ou dim E ).

Convention : dim {Og} = 0.

Exemple 9 dimg R? = 2; dimgR?® = 3; dimgR" = n.
dimcC =1; dimpC = 2.



Remarque 4

1. Un sous espace vectoriel de dimension 1 est appelé : droite vectoriel.
2. Un sous espace vectoriel de dimension 2 est appelé : plan vectoriel.

3. Un sous espace vectoriel de dimension (n — 1) est appelé : uper plan.
Proposition 1

Théoreme 4 Soit E un K—espace vectoriel de dimension n, alors :
1. Une famille libre de n vecteurs est une base de E.

2. Une famille génératrice de n vecteur est une base de E.

Théoreme 5 Soient E; et Fy2—sous-espace vectoriel de E qu’est un K—espace vectoriel
(E # {0g}) de dimension finie :

1. Si: By C Ey et dim By = dim Es alors : By = Es.

Théoreme 6 Soient FE; et Fy2—espace vectoriel dans E qu’est un K—espace vectoriel de
dimension quelconque :

1.1.7 Les matrices

Définition 16 (Notation) Soient E et F2—espace vectoriel de dimension n,m respective-
ment, B = (e1, - ,e,) une base de E et B' = (¢,--- ,e,) une base de F.

Soit f une application linéaire de E dans F, les vecteurs f (e1), -+, f (en) s’écrivent comme
combinaison linéaire des vecteurs de B'.

On apourj=1,--- n:

P — . , . , DY .. / DY .
f(ej) = arjel + agjel, + - - -+ a;je; + - - - + apmje,,

Le tableau suivant de nombre suivant :

;. a2 - ap; - Aip

Q21 Q22 -+ Qg5 -+ A2p
M =

i1 Q2 0 Qi Qip

Am1 Am2  Qmj * Qmp

est appelé : matrice associée a [ relativement aux bases B et B'.

1. On note cette matrice (a;;), dans la notation a; ;;1 désigne U'indice de ligne et j l'indice
de colonne et les a;; sont appelés les termes de la matrice (ou les coefficients).

2. My, ,(K) désigne U'ensemble des matrices a m ligne, ncolonnes a coefficients dans K.

3. Deux matrices sont égales si elles ont le méme nombre de ligne et colonne, et si a;; = b;;
pour touti=1,---,m, j=1,---,n.

4. Une matrice M de type (n,n) est appelée : matrice carrée d’ordre n.



— La suite des éléments diagonaux (ai1, ass, - ,any,) €St appelée : diagonal princi-
pale.

— La somme des élément diagonauz (a3 + agse + - -+ + any) est appelée : trace de la
matrice est notée : Tr(M).

— Un matrice est appelée diagonal si : a;; = 0 lorsque i # j.
— Une matrice est appelée triangulaire inférieur si : a;; = 0 lorsque © < j.
— Une matrice est appelée triangulaire supérieur si : a;; = 0 lorsque © > j.

— La matrice carré diagonale d’ordre n dont tout les termes diagonauzr sont égaux
a 1 est appelée : matrice identité d’ordre n, on le note : I,,.

— Une matrice carrée est dite symétrique si : a;j = aj;.
— Une matrice carrée est dite antisymétrique si : a;; = —aj; pour tout i,j € [i,n].
1. Addition de matrice : St A = (a;j) et B = (b;;) sont 2 matrice de type (m,n), on pose
A+ B =C avec :
Cij = CLij -+ bz]
2. Multiplication d’une matrice par un scalaire :

Etant données un scalaire ¢ dans K et une matrice A de M,, ,(K).
On définit le produit de A par c :

c-A=c-(ay) = (ca;j) .

Théoréme 7 (M, ,,(K),+,-) est un espace vectoriel sur K de dimension finie (m,n).
Une base étant formée des matrice (M;;) de type (m,n), dont tout termes sont nuls
saufle terme de la i—éme ligne et la j—éme colonne qui est égal a 1.

La famille (M,;) ) € [1,m] x [1,n] est appelée : base canonique.

(4,4
3. Produit matriciel :

Soient K un corps commutatif, A = (a;;) une matrice de M, ,(K) et B = (b;;) une
matrice de M, ,(K). (C’est-a-dire, telles que le nombre de colonne de A soit égal au
nombre de ligne de B.)

On définit alors le produit de A et B, dans cet ordre par la matrice :

C=A -B=(c;) ou: cij:Zaikbkj pour tout :i=1,--- m;j=1,---,p.
k=1

Remarque 5 En général s’il existe le produit de deux matrice n’est pas commutative.

4. Transposé d’une matrice :
Soit A = (a;;) une matrice de My, .
La transposée de A est la matrice notée :

tA = (bkl) de Mnym(K),

définit par :
bkl:alk Vikzl,"',k, etlzl,---,n.



1.1.8 Relation entre une application linéaire et sa matrice

Théoreme 8 Soient E et F' deux K—espaces vectoriels de dimensions finies n et m, B une
base de E et B’ une base de F', alors l’application :
U:Lg(E,F) — M, ,(K
f— M;(B,B),

est un isomorphisme.

Remarque 6

1. La bijection précédente dépend essentiellement du choiz des bases E et F'.
2. U étant linéaire, on a :
M,y (B,B)=M;(B,B)+ M, (B,B") Vf,ge€ Lg(E,F).
M, (B,B") =aM; (B,B") VYacK.
Proposition 2 Soient E et F,G trois K—espaces vectorielles de dimension finies, Bg et
Br et Bg les bases respectives de E, F et G
f:E— Fetg: F— G deux applications linéaires.

Soient My (Bp, By) et M, (Br, Bg;) les matrices respectivement avec les bases correspon-
dantes, alors :

Myor (B, Bg) = My - My.

Propriétés 1

1. Si A est une matrice de type (n,p) :1d, A=A = Ald,.
2. Soient trois matrices A, B, C'.

— Si l'une des expressions A(B + C) ou AB 4+ AC' est définie l'autre ’est aussi et
elle sont égales.
De méme pour (B+ C)A et BA+ CA.

— Si l'une des produits (AB)C ou A(BC) est définis, 'autre l'est aussi et on a
[’égalité
(AB)C = A(BC).

— 851 C est un élément de K, on a :
C-(AB)=(CA)-B=A-(CB).
3. 810 désigne la matrice nulle on a :
A-0=0 et0-A=0.
Mais AB = 0 n’entraine pas A =0 ou B = 0.

1.1.9 Notation matricielle d’une application linéaire

Soient F et F' deux K—espace vectorielle de dimension n et p (respectivement). Bg est
une base de F, Br est une base de F', f est une application linéaire de F dans Fet A la
matrice de f relativement aux bases Bg et Bp.

On pose y = f(x) pour tout = dans E, et on désigne par X la matrice colonne des coordonnées
de x suivant Bg et par Y la matrice colonne des coordonnées de y suivant B alors :

Y=A4-X.



1.1.10 Matrices carrées

L’espace des matrices carrées d’ordre n a coefficient dans K est noté M,,(K).
L’ensemble M, (K) muni de 'addition et du produit des matrices est un anneau unitaire,
I’élément unité est 1,,.

On remarque que si E est un espace vectoriel sur K, de dimension n et B une base de F,
alors la matrice I,, n’est pas autre que la matrice Myq, (B, B) noté encore M4, (B) ou Idg
désigne 'application identité dans F.

Définition 17 (Matrice carrées régquliéres(ou inversible)) On dit qu’une matrice carrée
d’ordre n, A est inversible ou régquliere s’il existe une matrice carré B d’ordre n telle que :

A-B=1,=B"A.

Si la matrice B existe, elle est unique et est notée A1,
L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K inversibles est noté : G L, (K).

Théoréme 9

1. Soient E est F2K—espace vectoriel de méme dimension finie n, Bg est une base de F
et Br une base de F'.
Soient f une application linéaire de E dans F' et A = My (Bg, Br), alors : f est
bijective si et seulement si A est inversible, et :

A= (M)~ = M.

2. Si A et B sont des matrice inversibles d’ordre n, alors (AB) est inversible, et (AB)™! =
Bl AL

3. Si A est inversible, alors A™" est inversible et (A™) "' = A.

4. GL,(K) muni du produit des matrices est un groupe.

Définition 18 (Matrice de passage :Changement de bases) Soient E un K—espace vectoriel
de dimension n, B = ey, eq, - , e, une base de E et B' = ¢/, €}, --- , el une nouvelle base de
E.

On appelle matrice de passage de B a B' et on note la matrice P = Map,pr).

La matrice P de passage de B a B’ est la matrice dont les éléments des vecteurs colonnes
sont les coordonnées de vecteurs de la nouvelles base B’ par rapport a l'ancienne base B,
autrement dit :

P = (Py) telle que : €} = Zﬂjei.
i—1

Exemple 10 E et F' sont deuz-espace vectoriels de dimension respectivement 3 et 2, f [’ap-
plication linéaire de E dans F' définie par :

fler) =U+Us ,f(ex) =201 ,f(Us)=U —Us.

Considérons la nouvelle base : €], €y, e de E et U'L,U'2 de F telle que :

[
a-ate " {m:m+@

eh = ey +e3 ;L
632614‘624‘63 UQ_ U1+U2



La matrice de passage de la base (e, es,e3) a la base (€}, eh, ekh) et la matrice sutvante :
) ) 1> %25 %3

P1:

O ==
— = O
— = =

La matrice de passage de la base (Uy,Us) a la base (U, U}) et la matrice suivante :

1 -1
e (1),

Proposition 3 Soient E un K—espace vectoriel, B et B’ deux bases de E et x un élément
de E. On désigne par X la matrice colonne des coordonnées de x suivant B,x' la matrice
colonne des coordonnées de x suivant B', et P la matrice de passage de B a B’, alors :

1. P est inversible et P~ est la matrice de passage de B' a B.
2. X =PX' et X' = P7'X.

Théoréme 10 Soient E; et Ey deur K—espace vectoriel de dimension finies, By et B} deux
bases de Ey et B, B}, deux bases de Es.

Soient P la matrice de passage de By a Bj et Q) la matrice de passage de By a B). Alors :
Si f est une application linéaire de Ey dans Ey, A = My (By, Bs) et B= My (B}, B)), ona :

B=Q ' AP

autrement dit :

1d
E% e LB 3 E,
Ce schéma indique la bases par rapport auxquelles les matrices sont écrites.
Cas particulier (important) : Soient un endomorphisme de E, B et B’ deux bases

de E, st A= M;(B) et A" = M; (B') et P la matrice de passage de B a B’ alors les
deux matrices A et A’ sont liées par : A’ = P~'. A P.

Définition 19 (Matrices équivalentes-Matrices semblables :) Soient A et B deuz matrices
de My, ,(K). On dit que A et B sont équivalentes s’il existe deur matrices carrées P et @

1versible telles que :
B=Q ' A P

ou : P est d’ordre n;Q est d’ordre m. Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, on dit
que A et B sont semblable s’il existe une matrice carrées P inversible d’ordre n telles que :

B=P ' AP

Remarque 7

— On a vu que deux matrices associées a une méme application linéaire sont équivalentes,
et linverse reste vraie.

— De méme, deux matrice a un méme endomorphisme sont semblables, l'inverse reste
ausst vraie.

Définition 20 Rang d’une matrice. On appelle rang d’une matrice A, le rang des vecteurs
colonnes de A.

Autrement dit le rang de A et le nombre mazximum de vecteurs colonnes de A linéairement
mdépendants.

On le note : rg(A).

10



Exemple 11 Calculer le rang de la matrice suivante :

-1

0 1
A= 10 d'ou :rg(A) = 2.
0 0

3
0
Proposition 4

i) S1 A est la matrice de type (m,n) d’une application linéaire f de E dans F par rapport
a des bases Bg et Bp, alors :

rg(A) = rg(f).
ii)
rg(A) =rg (*A)

iii) Le rang de A est égal au nombre mazimum des vecteurs lignes de A linéairement
mdépendants.

rg(A)<m et 1g(A) <n.

iv) Deuz matrices A et B sont équivalentes si et seulement si elles sont le méme rang.

Exercice 1 Soient u et v € Lx(E, F) ou : dimg E = n, montrer que :
1. rg(au) =rg(u); VYo e K—{0k}.
2. rg(u +v) <rg(u) + rg(v).

Solution 1 Soit a € K— {0k} donc a™! € K, (a-u) : E — F telle que : Vx € E; (au)(z) =
a-u(z)

1. Im(au) = Im(uw)?  (au) € Lx(E, F); car: Lx(E, F) est un K—espace vectoriel.
Soit (au(z)) € Im(au) = (au(z)) = u(ax) € Im(u). Soit u(z) € Im(u) = u(x) =
au (o 'z) € (au)(E) = Im(au).
Donc Im(au) C Im(u) et Im(u) C Im(au).
Alors : dim Im(au) = dim Im(u rg(au) = rg(u).

) =

2. (u+v): E— F/(u+v)(z) =u(x)+v(x);Vo € E; (u+v) € Lx espace vectoriel de
K Im(u+v) C Im(u) + Im(v)?

Soit :

(u+v)(z) € Im(u+v) = (u+v)(z) =ulx)+v(x) € Imu+ Imv
dim(u + v) < dim(Imu + I'mv) = dim Imu + dim I'mv — dim(Imu N dim Imo)
rg(u+v) <rg(u) +rg(v) — dim(Im(u) N Im(v) < rg(u) + rg(v)
rg(u+v) < rg(u) +rg(v)

Conclusion : L’application rg n’est pas linéaire.

1.2 Exercices

Exercice 2 (Question de cours)
1. L’ensemble R est un espace vectoriel.
2. L’ensemble {Og} est un sous-espace vectoriel de E.

3. Le sous-espace vectoriel engendré par un systeme de vecteurs de rang r est de dimension
T.

11



4. Tout systeme de vecteurs qui engendrent un espace-vectoriel E de dimension finis n
comporte exactement n vecteurs.

5. S1 F' est un sous-espace vectoriel de E qui est de dimension finie n, avec dim F' = n
alors : F = F.

6. Si F et G sont deur espaces vectoriels de E de dimension finie, tels que dim(F 4+ G) =
dim F + dim G. Alors ils ont supplémentaires.

7. Siay,as, - ,a, etb sont des nombres réels fizés, l’ensemble formé des vecteurs x1,To, - , Ty
de R™ tels que :

a1y + asTs + -+ - + a,x, = b,

est un sous-espace vectoriel de R"™ de dim = 1.

Exercice 3 Soit E l’espace vectoriel sur R des applications réelles définies et continues sur
R.

Parmi les sous-ensemble suivants de E les quels sont des sous-espaces vectoriels ¢
(a) A={f € E f(1) =1+ f(0)}.
(b) B={f€E, f(1) > f(0)}.
(c) C={feENzeR: f(l—x)=f(x)}.
(d) D= {p € E,p est un polynome de degré n}.
(e) F={pé€E, p estun polynome de degré inférieur ou égale a n}.

Exercice 4 Les ensemble suivantes A, B et C' sont-ils des espaces vectoriels sur K.
Justifier en précisent K.

A={yeC’y" +y=0}
B={(z,y,2) €C’:x—y+2=0cet2x—iy+z=0}
C={U,;VneN:U,,2 =2U,11 —U,}.

Exercice 5 F' = (z,y,0) € R3/x et y € R,R3 est un espace vectoriel sur R
1. F est un sous-espace vectoriel de R? ?
Trouver une partie generatrice de F' 7. En déduire dim F'.
e =(1,1,0) et €y = (2,1,0) € R®, montrer que F = [e}, €}].
G = (0,0,z2) € R? est un sous-espace vectoriel de R® 2 En déduire dim G = ?.
Montrer que R* = F & G.

Compléter €y, ey pour avoir une base de R3.

S G Lo ke

Exercice 6 Soit un K-espace vectoriel et p un projecteur de E (endomorphisme de E telle
que : p* =p ).
Montrer que E = kerp @ I'm.

Exercice 7 Soit E l’espace vectoriel sur R des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels.

Considérons la matrice :
1 2
v=(51)

et l'endomorphisme [ de E, définie par f(M) = N - M pour tout élément M de E.
1. Donner une base B de E et sa dimension.

2. Quelles est la matrice A de f relativement a la base trouvée B ¢

12



3. Calculer la trace et le déterminent de A.

4. Lapplication f est-elle bijective ¢

Exercice 8 Soit f l’endomorphisme qui est dans une base B = (ey, ea, e3) d’un espace vec-
toriel E de dimension 3 sur R, a comme matrice :

-1 -3 4
A=\ -2 -2 4
-2 =3 5

1. Détermaner les nombres réels a et b pour que le vecteur :
€] = e1 + aey + bey telle que f (€)) = 0.

2. On pose €y = f (eq) et ey = f(e3).
Montrer que B' = (€}, €y, €%) forme une base de E.

3. Ecrire la matrice A" de [ suivant la base B'. En déduire ker f et Imf.

Exercice 9 Dans R*, on donne les vecteurs :

v =(1,-1,0,2),v3 = (1,2,3,0),v3 = (0,-1,2,—2), vy = (3,7,7,2),v5 = (0,9, -9, 6)

1. Montrer que vy € [va,v3] et que vs € [v1,va).
2. Soient F' = vy, v3,v4] et G = [v1,v5).
Trouver la dimension des sous-espaces F, F'+ G et FNG.

3. Montrer que le sous-espaces H engendré par le vecteur vg = (1,2, 3,1) est supplémentaire
dans R* de F' + G, en déduire celui de F NG dans R*.
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Chapitre 2

Déterminants

1. Généralités.
2. Déterminants.

3. Applications.

Le calcul du déterminant d'une matrice carrée est un outil nécessaire, tant en algebre
linéaire pour vérifier une inversibilité ou calculer 'inverse d'une matrice, qu’en analyse vec-
torielle avec, par exemple, le calcul d’un jacobien.

S’il existe une formule générale de calcul du déterminant, sa complexité en fait une
technique difficile a mettre en 7uvre pour des matrices de grande taille. On lui préfere alors
des méthodes de calcul plus simples comme la technique du pivot de Gauss.

2.1 Permutation-Transposition et Signature

Définition 21 (Permutation) On appelle permutation de l’ensemble X = 1,2,--- n tout
application bijective :
c:1,2,--- n—1,2---.n

P — o(P).
L’ensemble des permutations de l’ensemble X est noté : S,,.

Exemple 12
0:1,2,3,4—1,2,3,4

o(1)=4,0(2) =1,0(3) =3,0(4) = 2.
Est une permutation contient a Sy.

Remarque 8 L’ensemble S, contient n! éléments.
La notation habituelle pour une permutation consiste a écrire dans une premiere rangé les
entiers 1,2,--- ,n et au dessous leurs images comme suite :

o= (b oy ol Lty )

(12 34
=\411 3 2)"

St o1 et o9 sont deux permutation de S, on peut former la permutation o, o oo par :

Exemple 13

oo — 1 2 3 - n
1902 = g1009(1) 01009(2) 01009(3) -+ oro009(n) )

14



Exemple 14

N
|
VRS
—_
)
w
N

_ (102
4132) 2731

1 2 3 4

3 1 2 4
1

De méme puisque o est bijective on peut construire la permutation inverse o~ .

_(r234N_ o (1234
1=\ 413 2 o “\o2 431 )

Définition 22 (Transposition) On appelle transposition une permutation qui change entre
euxr 2 €lément et laisse fizes les autres.
Les transpositions sont notée par : 7,t,- - -

3
2

i)

01009 =

Exemple 15

Exemple 16

— =
N WO
RN
~—

W N

Remarque 9

1. Si T est une transposition alors comme 72 = Id alors T = 77 1.

2. On peut obtenir une permutation en effectuant plusieurs transposition.

1 2 3 4 1 2 3 4
o={9 431 )= 4 2 3 1
41 3 2

Proposition 5 Toute permutation peut se décomposer en produit de transposition.

Exemple 17

Remarque 10 La faccon de décomposer une permutation en produit de transposition n’est
pas seul.

Exemple 18
12345
‘7:(4 35 1 2)
1.
12345
4231 5 | n(L4e)
14531 2] w52
435 1 3) n55,3)
2.
12345
2 1315 | n(1,2)
13325 ne
143125 | n03
435 2 2| n(1,5)
4351 1) (1,2
0 =T30T90T]; O =T50T40T30T9OT].

Ce qu’est remarquable.
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Théoreme 11 Soit o une permutation.

S’il existe une décomposition de o ou un nombre paire (respectivement impair) de trans-
position alors tout autre décomposition de o comportera un nombre paire (respectivement
impaire) de transposition.

Par conséquent le nombre (o) = (—1)P (ou p est le nombre de transposition dans une
décomposition de o.

Le nombre (o) s’appelle signature de la permutation.

Preuve. Soit 7 une transposition de 1,2,--- , n.
On a det (‘/7—(1)7/07—(2)7 te 7UT(n)) = —det (‘/17 ‘/27 o 7Vn)
Soient 2 décompositions de o quelconques en produit de transposition

U:TloTQO-.-OTp 7 U:t10t20"'0tq
Il suffit de montrer que (—1)? = (—1)%.
Soient (eq,es, - ,e,) la base canonique de K" et soit A le déterminant suivant :

A = det (€o1), o(2)5" "+ + Cotm))
= det (67—107—2-.-7';7(1)7 Criomgmp(2)s 777 67'107'20“'0717(1))

= —det (672...7—p(1), 67-2---7—1)(2), N 767—20..-071)(1))

= (_1>p det (61, €9, 7€n)
= (_1)p7
de la méme maniere on trouve que A = (—1)? = (—1)?. C.q.f.d. O

Corollaire 2

Si T est une transposition alors €(1) = —1.
€(o1002) =€ (01) X €(02).

e(c™)y=¢€(o) Voes,.

det (Voy Vg, -+ 5 Vi, = €(0) det (Vi, Vo, -+, Vo).

e o~

2.1.1 Formule théorique du déterminant
Définition 23 Soit A = (a;;) € M, (K). On définit par récurrence une application :
det : M,,(K) — M,,(K) de la maniére suivante :

— Sin=1:cadA=(a1), alors det A = ay;.

— Sin=2:
A= ( ajp a2 ) :(01,02)-

Q21 Q22

Si {ey,es} est la base canonique de K? :

Cy = (a1, a21) = (a11,0) + (0, az1)
=a11(1,0) + a9 (0,1)
= apie; + agi€2

Cy = (a12, az2) = (a12,0) + (0, az)
= a12(1,0) + asn(0,1)

= a2€1 + a21€2
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det A = det (01, CQ) = det (CL1161 + a91€92, A12€1 + (I2162)
= a110a12 det (61, 61) “+ aj1a92 (61, 62) + a21012 det (62, 61) + 21092 det (62, 62)
= 11029 det (61, 62) — 210429 det (61, 62)

= a11Q22 — A21G12.

— Sin=3:

3 3 3
det A = det (Cl, CQ, Cg) = det (Z a;1€;, Z aj2€;, Z ak3€k>
=1 j=1 k=1

3
= E ailaﬂakg det (Gi, Gj, €k>
1,J,k=1
1. Si 2 indices sont égauz le terme a;ajoars det (e;, €5, ex) = 0.

2. 1l reste les termes correspondants auz indices 1, j, k vartant entre 1 et 3 et différents
entre euz, c-a-d toutes les permutations de 1,2, 3.
En échangeant de notation et on pose : i = 0(1) j=0(2); k=0(3) dou :

det A = Z Ao(1)1 * Ao (2)2 * Ao (3)3 det (60(1)7 €5(2)s 60(3))
= €(0)as(1) - o(2) - Ao(z) det (e1, €2, €3) .
On posei=0(l);j =0(2);k=0(3) dot :

det A = Z Qo (1 2)2 * Ag(3)3 det (60(1)7 €o(2); 60(3))

o€ES3

= Z 0) G (1)100(2)200(3)3 det (€1, €2, €3)

oES3

donce :

det A = Z 6(0’)@0(1)1 * Qg (2)2 * Qo (3)3-

oES3
23\ (123
1 3)0 779713 2

1
9
{123\ _ (123\ _ (123
TT0= 391 )T 231)9% {3129

d'ot €(01) = Li€(02) = —1i€e(03) = —1;€(04) = —L€(05) = L€ (06) = 1,
donc :

On a: S5 ={01,09,03,04,05,06} 0 :

det A = aj1aass + a21a32a13 — A11A32023 — A31G22013 + A21A12033 + A31012023.

Proposition 6

1. Le déterminant est une application linéaire par rapport a chaque colonne(on dit aussi
multilinéaire ) c-a-d :
Si A=|Cy,Co, -+ ,Ch|l alorsVA €K Vke {1,---,n} :
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a) det||Cy, -+, ACy, -+ ,Cpl| = Adet ||Cy, -+, Ck, -+, Cy|-
b) detHCl) aak+bka"' 7Cn:det||cla"' y Qky " *° aCn||+det||Cly abka"' 7Cn||

2. Si deuzx colonnes sont égales le déterminant est nul.

Preuve.
1. Par récurrence sur n :
i) Pour n =1 :1il y a rien a démontrer.
ii) Pour n = 2 : C’est une simple vérification.

En effet :
Aa c | \| @ ¢
Abod | b d
a+e c| |a c n e ¢
b+ f d b d f dl
Ce qui montre la linéarité par rapport a la 1 colonne, de méme pour la 2™ colonne.

Enfin :

a a
b b =ab—ab=0.

Et la propriété 2 est vérifiée.

Supposons que le théoréme est vrai jusqu’a 'ordre n — 1 et soit A € M,,(K).
Montrons la linéarité de det A par rapport & la k™ colonne k € {1,--- ,n}.
D’autre part : supposons que Cy = Cyyq et j différant de k et k + 1.

On a la matrice A;; définie par :

aix - Qo st Al Qg1 0 Qip

Ap1 - anj Tt Ank  Apk+1 (0799

d’ordre n — 1 a deux colonne égales.

donc d’apres 'hypothese de récurrence sont det = 0.

Aussi dans le développement de de det A tous les termes du type a;; det A;; avec j # k
et j # k + 1 sont nuls il reste :

det(—l)Hkalk det Alk + (—1)1+k+1 det A1k+1 =0.

O
Corollaire 3 Si ['on échange entre elles deuz colonnes le déterminant change de signe.
Preuve. Remplaccons dans la matrice A les colonnes C; et C}, par leurs somme. On a :
OzdetHCl,... Ci+Chyor O+ O,y - ,CnH
= detHCla 7Ci7"' 7Ci7"' 7Cn||+det||017 aCiv"' 7Ck7"' aCnH
0
+det||C'1, 7Ck7"' 7Ci7"' 7Cn|| +det||017 7Ck7"' 7Ck7"' aCn|
0
Le 1%¢ et le dernier terme étant nuls. d’ol on obtient le résultat. U
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2.1.2 Permutation des colonnes :

Soit A = ||Cy,Cy, -+ ,C,]| et A’ la matrice obtenue en échangeant I'ordre des vecteurs
colonnes de A.

Exemple 19 Connaissant le det ||Cy, Cy, Cs, Cy|| et déterminant le det ||Cy, Cs, Cy, Cs||. On

g A — HC4, 03701’ 02H la col(Lne>4 et 1 HCl,C‘g,, 04704" la colon_ne>2 et 3 ”01702’ 04’ Cg“ la col(Lne>3 et 4
H017 027 037 C4H

a chaque transposition le déterminant change de signe donc : det A’ = (—1)3 det A.

conclusion : Si T est le nombre nécessaire de transposition pour passer de A a A’ alors :

det A(A") = (—1)" det A.
Théoréme 12 Soit A = ||C,Cy, -+ ,Cy|| € M(K) alors :
— Les vecteurs C1,Cs, - -+, C,, forme une base de K" si est seulement si det A # 0.

— det A =0 si et seulement si {C1,Cy,--- ,Cy,} est liée.

— det A = 0 si et seulement si l'un des vecteurs C; s’écrit comme combinaison linéaire
des autres.

Preuve.” — 7
Supposons C}, = 2%1 AiC; par suite A = ||Cy, -+, C, -+, Cp|-

7]
En utilisant la linéarité de det A on a :

det A=>"Ndet||Cy,--+ ,Ch, -+, Cull,
=y

donc chaque terme de la somme est un déterminant avec deux colonnes égales donc il est
nul, et par conséquent det A = 0.

7 ﬁ 7

Soit {C, Cy, - -+, C,} une base de R" et montrons que si on avait det ||Cy, -+, Cg, -+, Cy|| =
0 I'on aurait une contradiction.

Puisque {C1,Cy, - ,C,} est une base tout vecteur v de R™ s’écrit comme combinaisons
linéaire des élément de la base.

Soient vy = Y7, ajcj,v2 = D ¢ beCry o+, Un = DL, qie.n vecteurs quelconques de K”, on

utilisant la linéarité par rapport a chaque colonnes :

D Y bkck, e, Y g
j=1 k=1 1=1
:ZZZajbkgl HCbCk?'” >CZH'

j=1 k=1 I=1

det ||vg, va, - -+, v,]| = det

Or chaque terme de ce type adet [|Cy,Cy, -+ ,Ci] ot a € K et j,k,--- , 1 €1,2,--+ n.

— Si deux indices sont égaux alors : ||C;, C,--- ,Ci|| = 0.

— Si tous les indices sont différents, ||C;, Cy, -, C)|| est obtenu par permutation des
colonnes de la matrice ||Cy,Cy,---,Cy||, puisque le déterminant de celles ci a été
supposé nul. Le terme « ||C}, Cy, - -+ ,Ci|| = 0, et finalement det ||vy,ve, -, v, =0
mais ceci est impossible car vy, vq, - -+ , v, sont des vecteurs arbitraires.

I suffit de prendre pour {vy,ve,---,v,} la base canonique {ej,eq,--- ,e,} de K",
det ||eq, e, -+ e, = 1.
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Exemple 20 La famille {vi,vy,v3} de R est elle de R?* avec :

-1 1 1
U1 = 2 ) 2 ) ]- )
0 3 0
alors :
-1 1 1
det| 2 2 1[|=9#0.
0 3 0
Exemple 21

2
4 10 1 |=2
6
2

ot
w

N W N
ot

—2
1
3
(3] 10 (1] 10
5] 11 —1|=|[3] 11 —1|+]|[2] 11 —1
4] 7 0 2] 7 0

Proposition 7 Soit A € M,,(K) alors :

det A Z Ao(1)1 " Ag(2)2" " " Ao(n)n-

oESy

Théoreme 13 Soit A € M,,(K) alors :
det(*A) = det A.

Preuve. Soit A € M(K) telle que : A = (a;;), posons 'A = (b;;) € M, (K) et b;; = a;;; Vi, j :

det A = Z €(0)as(1)1 - o(2)2 "~ Gom)n  (par définition.)

UES’n

Soit o € S,,.
Ao(1)1 * o(2)2* * * o(n)n = Go(o—1o-1) * Qo(o—20-2) * * * Og(c-ng—n). Car on a seulement permuté les
facteurs de fait que o € 5, et K commutatif alors :

Ao(1)1 " A5(2)2 " * " Qo(n)n = Alo—1(1) " Ao—1(1) " * Apo—1(n)-
Soit :
f:8, =S,
o= f(o)=0""

f est une application bijective,
en effet :

1.
f(o) = f(o) =07 =05

:>Jloaf1201051
:>Id:01002_1
:>Id002:alo(72_1002
— 09 = 071.

f est injective.
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2. SoitceS,oro7t eSS, = 3f(c71) = (0*1)’1 = 0.
Donc lorsque o parcourt S, 0! parcourt lui aussi S,,. Or : € (0_1) = €(0) alors :

det A = Z €(0)as1)1 " * Qo(n)n

UESn

= Z e(07") a1y tno1(m)

o—leS,

= Z € (07") bo-11)1 - bo12)2 " bo-1()n

o~lesS,

= det (tA) .

Théoréme 14
VA, B € M,(K) : det(A- B) =det A - det B.

Q14
A2
Preuve. Soient A = (ay,as, -+ ,a,) telle que : a; = _ C Vi=1,---,n

Qpy

b1

bai

B = (b1, by, -+ ,by,) telle que : b; = _ CoYi=1,---,n.
bm'

Posons : C'= A - B = (¢1,¢9,- -+ ,¢,) telle que : ¢, = 2?21 a;;bjk.

n

Z ay;bjp
j=1
Cik n
Cak Z az;bji; - a2
. j=1 = Z bjk .
: ' — :

alj

Cnk QA j

. :
E anjbjk:
Jj=1
n
Cr = E bjkCLj.
Jj=1

det(A- B) = det(C) = det (c1, ¢, -+, Cp)

= det (Z bjlajla Z bLQGl, cee Z bmaz)
j=1 =1 i=1

= Z bj1 - bia -+ biy, - det(ajn, ar, -+ -, ;)

Jili=1
= Z €(0)bo(1)1-bo(2)2 *  * o(nyn - det(ar, ag, -+, ay) .
7€ 5n -~ de;(rA)
det(B)
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Conséquence 1

1. Le det est une application multi linéaire de chaque ligne.
2. Si une matrice a 2 lignes égales, le det est nul.
3. Le det # 0 si est seulement si les vecteurs lignes sont indépendants.

4. Touts les propriétés relativement aux colonnes sont vraie pour les lignes.

Remarque 11 D’aprés la propriété de tA, tout ce qui a été dit précédemment concernant
les colonnes d’un det peut s’appliquer par transposition auz lignes.

Corollaire 4 Soit A € M,,(K) est inversible si et seulement si : det A # 0 et on a :
det A7 = L

det A~

Preuve.
A est inversible = A € M,(K): A- A" =1,

— det (A . A’l) =det [,
— det A-det At =1

1
— det A7t = .
¢ det A
O
Corollaire 5 2 matrice semblable ont le méme déterminant.
Preuve.
Soient A et B2 matrice semblable de M,,(K).
Donc il existe P inversible telle que :
B=P ' -A-P=detB=det (P '-A-P)
1
=—-detA-P
Iz e
= det A.
Ce corollaire permet de de poser la définition suivante : 0]

Définition 24 Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie : f : E — E un endo-
morphisme de E, on a alors :
det f = det M¢(B) ot B est une base quelconque de E.

Proposition 8

1. det (f (z1), f(x), -+, f(x,)) =det f-det Bg (z1,--- ,xn) fe Lx(E).
2. det(fog)=detf-detg.
3. det f~1 = [det f] 1.

Remarque 12 Le déterminant ne dépend pas de la base choisie.
c-a-d : det f = det My (B) = det M, (B’)

Théoréme 15 (Calcul de linverse d’une matrice) Soit A € M,,(K) et cof (*A) la matrice
obtenue de 'A en remplaccant chaque élément de *A par son cofacteur.
Ona:A-cof (*A) =cof (A)-A-A=detA- 1.
En particulier si A est inversible i.e : det A # 0
1
~det A

-cof (*A) .
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Exemple 22

1 1 -1
A= 21 0
1 2 0
On a det A= —3 # 0 alors A est inversible.
+ = +
1 21
— + -
A=11 1 2 |
+ -+
-1 0 0
donc :
2 21
00 -1 0 -1 0
2 1 1 1 1 2
ta_ | _ _
cof A = ool Tl-10 ~1 0
NERY Y
1 1 2 11
0 -2 1
Donc :cof PA)=1 0 1 =2 | dou:
3 -1 —1
0 F 3
ar=fo 12
|
15 35

2.1.3 Formule de calcul d’un déterminant par blocs :

Théoréme 16 Soit la matrice carrée : M = ( 61 g ) e M, (K) ou : A e M,(K),

B e M (K);C € M, 4(K) et le 0 la matrice nulle de Mg(q,p) alors :
det M = det A - det B.

Preuve. En considere les notation ci-dessus on a : n = p+q.

Soit Br = {e1, €2, -+ ,€p,€pt1,- -+ ,€,} la base canonique de K" = FE.
Posons : By = [{e1, €2, -+ ,e,}] et By = [{€pt1,€pr2, -+ ,e,}] alors :E = Ey & E.
Posons : By = {ey,--- ,e,} base de Ey et By = {ep41,€p42,- -+ ,€,} base de Es.

A= (aij) s B = (blj) ,C = (CZ]) alors :
p
xj = (@, agj, -+ 5 apj, O, -+, 0p) € By = x5 = Zaijez’
i=1
q
Yj = Ok, -+, Ok, b1y, baj, -+ bgj) € Ep =y = Zaij€i+p
i=1

p
Z]’:<a1j,"' y Cpjyt° ,Ok) EEl :>Zj = E Cij€;
=1
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d’ott :
det M = detp, (T1, 22, ,Tp, 21 + Y1, 2 + Yq)
det A = detp, (21,29, , 7))

(
det B = detp, (y1,¥2, - 1 Yp) -

2.2 Exercices

Exercice 10 Calculer les déterminant suivants :

0 a b a—b-—rc 2a 2a
a)| a 0 ¢ ;b) 2b b—c—a 2b
b ¢ 0 2c 2c c—a—>b

Exercice 11 Calculer les déterminants d’ordre 4 et n + 1 respectivement :

1 xy 29 -+ Tpq1 on
(1) 01 _1 _11 1 z 29 -+ xp_1 xTp
Dy = a b c d » b)
1 -1 1 0 1 2y 29 --- T X,
1 2y z9 -+ zpq1 =
Exercice 12 Calculer D,, et D) en fonction den :
20 a O 0 0
a 2a a O 0
0 a 2a a 0
D, = 0 a 2a :
. -0 a
0 . a
0O 0 O a 2a
Ap Ap—1 Ap—9 ... a; Qg
-1 =z 0
D/ — O _1
. ) . r 0
0 0 o - -1 =z

Exercice 13 Calculer le déterminant d’ordre n suivant :

1 2 2 .
2 2 2 - 2
2 2 3 2 2
A= 2 2 2 4 2 2
)
222 - - 2 n

Exercice 14 Soit D = ( AlB ) avec A € My(K) et C € M,_,(K).

0|C
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a) Montrer que det D = det A - det C.
b) Montrer que si A, B € M,(K) :

det (%%) = det(A + B) - det(A — B).
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Chapitre 3

Systeme d’équation linéaire

1. Méthode de Cramer.
2. Méthode de Roché-Fontené.

3.1 Introduction :

Vous avez appris a, résoudre les systemes d’équations linéaire par plusieurs méthode,
mais ces méthode n’est pas simples par fois, surtout elle ne permettant pas de savoir a priori
si le systeme admet ou non des solutions.

Le déterminant fournisse un outil efficace et indispensable pour la discussion des systeme
linéaire :
— IIs permettant d’avoir les conditions de compatibilité sous forme de relation lient les
coefficient.

— 1ls fournissent des formules qui donnent explicitement la solution.

3.2 Définition et interprétation

Définition 25 Un systeme linéaire de n équation et p inconnues sur le corps K et de la
forme :

a1, + a19x9 + ... + A1pTp = bl

(2121 + A92xg + ... + QopTyp = b2

Ap1T1 + ApaT2 + ... + QppTpy = by,

telle que : a;;,b; et (x1,29,--- ,x,) € KP.

On appelle solution de systéme (s) tout vecteur (x1, 22, ,x,) € KP dont les composantes
x; satisfont toutes les équations.

Le systeme (s) est dit compatible s’il admet au moins une solution.

Remarque 13 L’ensemble des solutions d’un systeme linéaire ne change pas si l’on effectue
sur les équation les opérations élémentaire suivantes :

1. Change l'ordre des équations.
2. Multiplier une équation par un scalaire non nul.

3. Ajouter a une équation une combinaison linéaire des autres.

Remarque 14 Le systéeme (S) peut éter envisagé forme :
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1. La forme matricielle :

pour :
11 Az - Alp T b
Q21 Qg2 -+ Agp T2 !
A= , , , € M,,(K), X = , e Mu(K),B=| by | € M,u(K),
: . e : . bp
ap1 Ap2 - anp :Up

on a:(S) <= A-X = B. Cas particulier : Si B =0 alors A- X =0 s’appelle systeme
homogeéne.

Définition 26 On appelle rang du systéme (S) le rang de la matrice A.

2. La formule vectoriel :
by
Notons A = ||Cy, Ca, -+, Cyl| telle que : C; lai*™ colonne de A et b = b2 e K»

bn

donc le systéeme (S) peut s’écrit :
(S) - ZL’101 —FZL‘gCg —+ - —|—IpCp = b.

Remarque 15 Pour que le systéme (S) soit compatible il faut est il suffit que : b €<
Ch R C’p >

3.3 Résolution du systeme S :

1. Systéeme de Crame : (cas particulier :)

— Définition 27 On appelle systeme de cramer un systeme linéaire dont la matrice A
est carrée et inversible.
1l agit donc d’un systeme de n équation en inconnues de range n.

1121 + A12T9 + ... + Aty = bn
a91T1 + Ao0xo + ... + a9,T, = b,
(S ,21 ! 22, ? 2, . avec det A # 0.

Ap1T1 + ApaTo + ... + ppTpy = by

— Résolution de systeme de cramer :
a. Sous forme matricielle le systeme s’écrit :

A-X=B+=X=A"'B
1 < i+
= Ti= g ;(—1) Tb; det Aj;.

b. Sous forme vectorielle s’écrit : ©;C; + 22Co + -+ + 2,C,, = b = admet une
solution si : b =Y ,_, 2;Cy. Or :

Cy,--- >Ci—1yzxkckaoi+la e, Cp

k=1

det||C'1,C'2,"- ,Ci7b70i+17"' 7Cn|| = det

= Zxkdet |C1,Ca, -+, Ciz, Cr, Ciga,y -+, Gy

k=1
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pour k # i, les déterminant de cette somme sont nuls (2 colonnes égales).

[ reste le terme k = i c-a-d : 2; det A. Ainsi: det ||Cy, Cy, -+ ,Ci-1,b,Ciyq, -+ ,Cp =
x; det A,

d’ou :

‘ . detHCl, ,Cl',l,b, Ci+1,"' ,CnH
= det A

Remarque 16 Un systeme de cramer admet toujours une est une seule solution.

Exemple 23 Soit le systeme :

20 —by+22=7

r+2y—4y=3 |,

3rv—4y — 6z =5
alors : det A = —46 donc :

Az Ay Az
Tdet AV T det AT T det A
On trouve que : (x,y,z) = (5,1,1).

X

2. Le systeme de Rouché-Fontené :(Cas génerale)

— Définition 28 Considérons un systeme de n équation et p inconnues de rang r :

a1171 + a12x2 + ... + Gppx, = by, aip G2 -+ G

911 + A92%3 + ... + agpx, = by o Q21 Qg -+ Qo
(S7) : ] , ) o ainsi : A, = ]

Ap1T1 + ApaZo + ... + Applpy = bn Qry Q2 Qpp

Soit A, € M, (K) la sous matrice de A € M,,,(K) telle que det A # 0. Le déterminant
de la matrice A, s’appelle le mineure de A.

Définition 29 Soit A est une matrice et & un mineure d’ordre rextrait de A. On appelle
bordant de ¢ tout mineure de d’ordre r + 1 extrait de A.

Exemple 24
1 2 2 -1 0
) 2 3 4 2 -1 1 2
Soit : A = 3 12 -1 0 et 5—‘1 3’
4 1 4 2 -1
Les bordant de & sont :
En bordant avec la 3°™ ligne :
1 212 1 2 |-1 1 2 0
1 3 |41(;|1 3 2 ;11 3 |-1
3 —1|2] |3 —1|-1| |3 —1]1
En bordant avec la 4°™¢ ligne :
1 212 1 2 |-1 1 2|0
1 3141051 3] 2 |;|1 —1
4 14| |3 —1]-1| |4 1|1



Remarque 17 Si A € M,,,(K) et 0 est un mineur d’ordre r il y a exactement (n— r)(p—r)
dans A.

Résolution de systeme :

Le systeme x1Cy 4+ x2Cy + -+ + 2,C, = b est compatible si et seulement si : b € Vect
{C1,Cy, -+ ,C,} orla famille : {Cy,Cy, -+ ,Cy}.

@i #0; donc : {C1,Cy,--- ,C.} est une famille libre et donc
rl T
une base de Vect {Cy,Cy,--- ,C.} donc b € Vect {C,Cy, - -+, C,.} ssi tous les bordants de S

sont nuls c-a-d :

a rang r puisque 6 =

app - ap | b
Ag=| - =0 s=r+1,---,n.
) ) )

Qr1 = Qpp br

(07 asr‘bs

Théoreme 17 Les déterminant A, sont dites déterminant caractéristiques leur annulation
est donc une condition nécessaire et suffisante pour que le systeme soit compatible.
Recherche effective de la solution : Considérons le systéme (S2) dans lequel on suppose que
la matrice encadrée a un déterminant non nuls et supposons réalisée la condition de compa-
tibilité.

Soit la matrice

a1 N ay, e a’lp bl

B=|C,Co - Coll=| an - am - ap b

ap1  * Qpyp * anp bn
Cette matrice a rang r, car Cyi1,Crio,--- ,Cp b € Vect {Cy,Cy, -+ ,C,} et les vecteurs
{C1,Cy, -+ ,C.} forment un systéme libre, donc les lignes de B forment une famille libre

de rang r, donc les n —r derniers lignes sont combinaison linéaire des r premieres ceci veut
dire que dans le systéme (Ss), les derniéres n —r équation s’obtiennent comme combinaison
linéaire des autres et par conséquent, elle peuvent étre éliminées, aussi le systeme (S) :

anry + -+ anT, + -+ A1plp = bl
(S2) & 41 : : (55)
a1+ + ot Qe + -+ Arplp = br
— Cles équations sont dites équations principales.

— Les inconnues qui y interviennent c-a-d : xq,xa,--- , T, sont dites inconnues princi-
pales.

— Les autres variables libres.

Remarque 18 Pour calculer la solution, on donne au variables libres .1, Tyyo, - , T, des
variables arbitraires. c-a-d :

Try1 = )\r+1axr+2 = )\r+27 Ly Tp = )\p- <)\'L S K)
Le systeme (S%) s’écrit alors :

1121 + -+ ATy = by — Qi1 App1r — 0 — QipAy

(53) :

a1+ -+ ax, = br - arr+1>\r+1 I arp)\p
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On obtient ainsi un systeme de Cramer, lequel admet une et une solution unique pour chaque
choiz de A\py1,- -+, Ay la solution dépend donc des p — r constantes que l'on a fixés, on dit
que [’on a une indétermination d’ordre p — r.

On peut résumer les résultats dans le théoreme suivant :

Théoréme 18 (Théoréeme de Rouché-Fontené) Soit :

( a11r1 + ~-+a1rxr+-~-—|—a1pxp:b1

arlxl+"'+ar7"$r+"'+arpxp:br

\ anlxl+"'+an7’xr+"'+anpxp:bn

Un systeme de n équation et p itnconnus de rang r.

a. On extraite du systéme un mineur 6 d’ordre r non nul.
Quitte a changer la numérotation, on peut supposer que & est le mineur encadré :

@11 0 Qip
5= : L #£0.

Arp - Qprp

b. Le systeme est compatible ssi toutes les déterminants caractéristiques associes a 6 sont

nuls :
ayp - ap | b
Ag=1| - =0 (s=r+1,---,n).
(075 IR Apy br
g1 Agy ‘ bs

c. Si cette condition est réalisée le systéme est équivalent au systéme principales :

1121 + -+ ATy = by — Q1T — 0 — Q1pTp

Ar1X1 + -+ Ty = br = Qpp41Tr41 — 0 T AppTp

Exemple 25 Soit a résoudre dans R3 les systéme :

3v—y+2z =[3]
(S1):% 2zc+2y+2 =[2] .
T —3y+z :
Ona:detM =0 ou :

3 —1 2
M=12 2 1
1 -3 1
3 -1
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Le déterminant caractéristique :

3 -1 3
2 2 1=24+#£0
1 -3 4
Donc le systeme est impossible.
Exemple 26 Soit le systeme :
dr — 6y +72 =
(So):{ x—2y+62 =[4]
8r — 10y — 3z =
alors : det M = -2 #0  ou
4 —6 7
M=11 -2 6
4 —6 -3

Or : Ay =det (My) = -2 #0.
Le déterminant caractéristique :

4 -6 [8]
1 -2 [4]|=0.
8 —10 [8]

Donc le systeme est possible.
Pour : z=Xona :

Az — 6y = 8 — TA {fﬁ:“A—‘L
—

{x—2y:4—6)\ 1”2_8

3.4 Exercices

Exercice 15 Résoudre les équations linéaires suivants :

20 4+y—3z =295 204+ 3y =3 Ty — 209 t+23+14 =1
a) ¢ 3r—2y+2z =5 ;b)) x—2y =5 ;¢) x1—2w9+x3—14 =—1
or—3y—z =16 3r+2y =7 T — 29+ 23+ 54 =5H

Exercice 16 Résoudre et discuter suivant les parametres m et « les systeme d’équation
linaires suivants :

—-mr+y—mz =0 20+my—z =a
a)dx+my—z =-m; b x+my+z =0b abcelR

20 +y— 2z -1 3r+y—mz =c

—ar+y—ay =0 v+y+(1-2a)z =2(1+a)
) rz+ay—=z =—a; ds(l+a)zr—1+a)y+2+a)z =0

2t +y—z =1 2z — 2ay + 32 =2(1+«)
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Exercice 17 Résoudre et discuter selon les valeurs du paramétre réel \ le systeme suivant :

A+ 1)z —Ay+ (A + 1)z =A-1
Sy)=qA=2z+A=-Dy+A—=2)z =X
CA—Dz+A-1Dy+2rx—1)z =\

Exercice 18  a) Soient a,b deux nombres réels. Trouver le rang de la matrice :

a b 1
M(a,b)=1 1 ab 1 |,
1 b a
sutwant les valeurs de a,b.
x Y1
b) Soient X = | y | et=| y2 |. Résoudre et discuter le systéme : M(a,b) - X =Y.
. Y3

c¢) Si M(a,b) est la matrice dans la base canonique de R® d’un endomorphisme f, trouver
suivant les valeurs de a,b une base de ker f et im f.

Exercice 19 Déterminer la dimension et une base du sous-espace vectoriel de R® défini par
les équations :

rT—y+2z2—t+u =0
20 4+y+2—2t+2u =0
r+z—14+u =0.
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Chapitre 4

Réduction des endomorphismes 1

Le probleme de la diagonalisation est un peu compliqué. Une matrice n’est pas en
général diagonalisable, c’est-a-dire semblable a une matrice diagonale. Dans ce chapitre,
on s’intéressera aux obstructions au caractere diagonalisable. En particulier, nous donnerons
une caractérisation de nature géométrique et algebrique des matrices diagonalisables.

4.1 Diagonalisation des matrices

4.1.1 Matrice diagonalisable.

Une matrice A de M,,(K) est dite diagonalisable dans M,,(K), si elle est semblable & une
matrice diagonale de M,,(K). C’est-a-dire, s'il existe une matrice inversible P de M,,(K) et
une matrice diagonale D a coefficients dans K telles que

A =PDP !, (4.1)

Les matrices A et D de la décomposition (??) étant semblables, elles ont le méme po-
lynéme caractéristique. Donc la diagonale de la matrice D est formée des valeurs propres de

A.

} 1 ] est diagonalisable dans My(R).

Exercice 20 Montrer que la matrice A = {

Exercice 21 Soit A la matrice définie par blocs :

B 0
vloel

ot B et C sont deuzx matrices carrés de M,,, (K) et M.,,,(K) respectivement. Montrer que si
B et C sont diagonalisables, alors A est diagonalisable.

Proposition 9 Une matrice A de M, (K) est diagonalisable si, et seulement si, il existe
une base de K" formée de vecteurs propres de A.

Preuve. Supposons qu’il existe une base (xy,...,x,) de K" formée de vecteurs propres de
A, et considérons la matrice P dont les colonnes sont formées par les éléments de cette base :

P=|x x - x,
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Les vecteurs xq, ..., x, formant une base de K", la matrice P est inversible et on a

AP = | Axy Ax, --- Ax,
= AiX] AgXa -0 ApXy,
_ A O 0
0 Ao
—_— Xl X2 .. Xn
. 0
- 0 0 M,
D’ou
M 0 - 0
AP =P O A2 (4.2)
R 0
0 -~ 0 M\,

En conclut que la matrice A est diagonalisable.

Inversement, si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P telle que P satisfait
I'égalité (4.2 ). Pour les mémes raisons, les vecteurs colonnes de P forment une base de
vecteurs propres de K". O

4.1.2 La condition suffisante de diagonalisation.

Les matrices en génerale ne sont pas toujour diagonalisables, comme on peut le voir en
particulier pour les rotations. La matrice Ry qui représente la rotation d’angle ¢ du plan
vectoriel R? n’est pas diagonalisable sur R si § # 0 modulo 7, car Ry ne possede pas de
valeur propre réelle.

Cet exemple nous donne un idée sur la caractérisation non diagonalisable d'une matrice
dans M5 (R), car elle n’admet pas de valeur propre réelle. La matrice suivante

0 1
A =
0ol
admet 0 comme valeur propre et n’est pas diagonalisable dans My (R). Car, si elle était
diagonalisable, alors son unique valeur propre étant 0, car son polynome caractéristique est

pa = 22, la matrice A serait semblable & la matrice nulle. Donc elle est nulle. Ceci n’étant
pas le cas de A la matrice A n’est pas diagonalisable.

Exercice 22 Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables dans My(R)

ool LY L B

Proposition 10 (La condition suffisante de diagonalisation). Soit A une matrice
de M,,(K). Si le polynome caractéristique de A est scindé sur K et posséde toutes ses racines
simples, alors A est diagonalisable dans M.,,(K).
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Preuve. Supposons que le polynome caractéristique pa soit scindé a racines simples :
pa=(=D"(x—=X)...(x = \,),

avec \; # Aj, si @ # j. Pour tout ¢ € [1,n], \; étant valeur propre de A, il existe un vecteur

propre X; de A associé, donc les sous-espaces propres de A formant une somme directe, la

famille (x1,...,%,) est libre. Elle possede n éléments, c’est donc une base de K. O
On en déduit le résultat suivant :

Corollaire 6 Toute matrice de M, (K) qui admet n valeurs propres distinctes est diagona-
lisable.

Remarque 1 Attention, la réciproque du corollaire 6 c’est fausse toujour vraiel. Par exemple,
la matrice

A:

— = N
—_ N =
NI

est diagonalisable, alors qu’elle n’admet que deux valeurs propres distinctes, son spectre est
Sp(A) = {1,4}.

De la méme facon, la proposition 10 est une condition seulement suffisante de diagonali-
sation, mais elle n’est pas nécessaire. Par exemple, la matrice identité 1,, est diagonalisable,
son polynome caractéristique est déterminé par : p1, = (—1)"(z — 1)", son unique valeur
propre 1 a comme ordre de multiplicité n.

2
Exemple 27 Considérons la matrice réelle A = { Z b; }, avec b, c non nul. Le polynome

caractéristique de A est déterminé par
pa = (a —2)* —b*c* = ((a — be) — x)((a + be) — z).

D’ou Ay = a—bc et Ay = a+ be sont deux valeurs propres, distinctes par hypothéses sur b et
c. On en déduit que A est diagonalisable.

Déterminons les sous-espaces propres Ey, et Ey,. On a [ z } € L)\, si, et seulement si,
M
Y )

azx + bc*y = ax — bex

Autrement dit, x et y satisfont

br + ay = ay — bey

Donc x = —cy. On déduit que

E\, = Vect { _10 1 .

De la méme fagcon, on montre que

E,, = Vect [ ¢ ]

a — be 0 [ =c e T e b2 —c ¢
0 a-+bc | 1 1 b a 1 1|
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Exemple 28 Une autre caractérisation non nécessaire de la condition de la proposition 10
est illustré par la matrice suivante :

011
G=|101],
110

En peut montré que G est diagonalisable, semblable a la matrice

-1 0 0
0 -1 0/,
0 0 2

mais son polynome caractéristique pg = (x + 1)*(2 — x) n'est pas a racines simples.

4.2 La caractérisation géométrique des matrices diago-
nalisables

D’apres ce qu’ont a vue, les sous-espaces propres d'une matrice A sont en somme directe.
Il est possible que cette somme ne < remplisse > pas l'espace K" tout entier, i.e., que la
somme directe Ey, @ --@ E), est un sous-espace vectoriel strict de K”. C’est en particulier le
cas lorsque 'on a dim (E), ) + - - -+ dim (E),) < n. L'objectif de cette section est de montrer
que ceci constitue un probleme a la diagonalisation de A.

Exemple 29 Soit la matrice de M3(R) suivante

210
A=10 20
0 0 3
Le calcule de son polynéme caractéristique noud donne pp = —(x—2)*(x—3) et, par ailleurs,
on a
-1 1 0 010
A —313= 0O -1 0|, A-213=]10 0 0
0 0 0 0 01

1l est nécissaire que

On déduit que dim (Es) = 1 et dim (Ey) = 1. Ainsi, la matrice A n’est pas diagonalisable,
car la somme directe de tous les sous-espaces propres Ey & E3 est de dimension 2. Il ne peut
donc pas exister de base de R® formée de vecteurs propres de A.

4.2.1 Les valeurs propres et ces multiplicités.

Soient A une matrice de M, (K) et A\ une valeur propre de A. L’ordre de multiplicité
de A en tant que racine du polynome pa est appelé multiplicité algébrique de A, on la note
mult alg (A), ou mult alg (A) s’il n’y a pas de confusion.

La dimension du sous-espace propre E) est appelé la multiplicité géométrique de A, on

la note multgeo (A), ou mult geo(/\) s’il n’y a pas de confusion. C’est-a-dire

mult?, (\) = dim (Ker (A — \1,,)).

geo
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Proposition 11 Soit A une matrice de M, (C). Pour toute valeur propre A de A, on a
[inégalité sutvante
mult e, (A) < multyg(A).

Preuve. Supposons que A une racine de pp d’ordre de multiplicité h. D’apres le théoreme
de trigonalisation 20, la matrice A est semblable a une matrice triangulaire supérieure T de

M,,(C) :
T:{% ;2},

ou T est une matrice triangulaire supérieure de M, (C) dont tous les coefficients diagonaux
sont égaux a A et ol la matrice Ty est triangulaire supérieure n’ademettant pas le coefficient
A sur sa diagonale. On a

rg(A—/\ln):rg{Tl_)\lh b }

0 Ty — A1,

D’ou, on a
rg (A —A1,) >rg(Te—Al,,_) =n—h.

La derniere égalité provient du fait que Ty — A1,,_, est inversible, car A n’est pas sur la
diagonale de Ty, donc dé son déterminant est non nul. On en déduit que

h = mult (X)) >n —1g (A —A1,).
D”apres le théoreme du rang, on a n =rg (A — A1,) + mult 4, (A). Ainsi

multgeo(A) < multyg(A).

Exemple 30 Soit la matrice de M,,(R), avec n > 3, suivante

A: : . .
1 11

Le rang A est égale a 2, d’ou, la dimension du sous-espace propre Ey = Ker(A) est
dim Ey = n — 2. Ainsi, d’apres la proposition 11, la multiplicité algébrique de la valeur
propre O satisfait

n — 2 < multy, (0).

La factorisation de polynome caractéristique de A est sous la forme
pa = (—1)"2z" 2 (x2 + ax + 5) ,

telsque o et B sont deux réels. Nous avons vu en exemple 36 que le calcul des traces des
matrices A et A? permet de déterminer les deux réels o et B; on obtient donci toutes les
valeurs propres de la matrice A.
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4.3 La caractérisation algebrique des matrices diago-
nalisables

Théoreme 19 (La caractérisation des matrices diagonalisables). Soit A une ma-
trice de M,,(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A est diagonalisable dans M, (K),

1) le polynome pa est scindé sur K et, pour toute valeur propre A de A,
multgeo(A) = multyg(A),

141) il existe des valeurs propres A\i,...,\, de A, telles que
K" =E)\ @& - - ®E),.

Preuve. Montrons que i) implique ii). Supposons que A soit diagonalisable. Alors A est
semblable a une matrice diagonale dont la diagonale est formée des valeurs propres de A.
Notons Ay, ..., A, ces valeurs propres. On a

pa=(—1)"(x—=X)" ... (x = \)",

ou n; = multy, (A;) est la multiplicité algébrique de la valeur propre J\;, c’est-a-dire, le
nombre de fois que \; apparaitt sur la diagonale.

Montrons que pour tout i € [1,p], mult alg ();) = mult 4, (A;). D’apres la proposition
9, il existe une base B de K" formée de vecteurs propres de A. Il existe n; vecteurs x de
la base B vérifiant Ax = \;x, c’est-a-dire, n; vecteurs linéairement indépendants dans le
sous-espace propre Ly,. Par suite,

multy, (A;) = n; < dim (E),) = multge, (A;)-.

Or, d’apres la proposition 11, on a mult geo (\;) < multy, (A;). On obtient ainsi I'égalité
multge, (A;) = mult 415 (Ni).
Montrons que ii) implique iii). Soit A une matrice dont le polynéme caractéristique est
scindé, soit
pa=(—1)"(x—=X)" (x —X)" ... (x = \)"™,
et tel que pour tout i,
n; = multyy, (A;) = multge, (A;)-.

Donc, les sous-espaces propres sont en somme directe. Soit F' le sous-espace de K™ défini par

F=FE,®E,®...0E,,.

On a
dim(F) = dim (E),) + ...+ dim (E),)

=m+...+n,

= deg (pa) = n.
Ainsi le sous-espace F' de K" est de dimension n, par suite F' = K". Ce qui montre I’assertion
iii).

Montrons que iii) implique i). Supposons que A admette des valeurs propres Ay, ..., \,

telles que

Kn:E)q@”'@E)\p'

Considérons, pour tout ¢ € [1, p], B; une base de E,, alors B = B, U---UB, forme une base
de vecteurs propres de K". De la proposition 9, on déduit alors que A est diagonalisable.[]
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Remarque 19 On peut dire bréfement, qu’une matrice A est diagonalisable si, et seulement
si, son polynome caractéristique s’écrit

pPA = (_1)71 (1, o Al)multgeo (A1) o (.CL' . )\p>multgeo (Ap)

Y

avec \; € K.
En particulier, on retrouve la proposition 10. Si A n’admet que des racines simples, alors,
pour tout 1,
I <multy, () <multy, (N\)=1

Par conséquent, multge, (A;) = multge, (i) =1 et A est diagonalisable.
Exemple 31 Nous avons déja vu que la matrice Ry de la rotation du plan vectoriel R? n'est

pas diagonalisable sur R. Malgré qu’ elle posséde deux valeurs propres complexes distinctes :
e et e La matrice Ry est donc diagonalisable sur C, on a

v ). 2w ([1])

. 1 1 ‘ , .
D’ou, en posant P = il la matrice de changement de la base canonique a la base

1 1
formée des vecteurs propres [ i 1 et [ ; 1, on a

e’ 0 1| cosf® —sin@
[0 e‘ie]_P [sine cosf ]P’

telque ["inverse de la matrice P est

1[1
,1__
P _2[14]'

Exercice 23 Nous avons vu dans [’exercice 21, qu’une matrice A par blocs :

B 0
loel

ou B et C sont deux matrices carrées diagonalisables de M, (K) et M,,,(K) respectivement,
est diagonalisable. L’objectif de cet exercice est de montrer que la réciproque est vraie.

1. Montrer que pa = pB * Pc.

2. Montrer que, pour toute valeur propre \ de A, on a

mult? (A = mult® (\) + multgeo (A).

geo geo

3. Montrer que si B ou C n’est pas diagonalisable, alors il existe une valeur propre A de
A telle que

multgAeo (N < multﬁg (A).

4. En déduire, que si A est diagonalisable, alors B et C sont diagonalisables.

4.4 Diagonalisation des matrices et ces applications
On va voir ici quelques applications de la diagonalisation des matrices en particulier,
le calcul des puissances des matrices et la résolution de systemes d’équations différentielles

linéaires.
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4.4.1 La puissance d’une matrice diagonalisable.

Commencons par 'application classique de la diagonalisation est le calcul des puissance
d’une matrice. Soit A une matrice diagonalisable de M,,(K). D’ou il existe une matrice
diagonale

N O oo 0
D 0 X : |

o 0

0 -« 0 A

et une matrice inversible P telles que : D = P~'AP. Alors A* = PD*P~!, pour tout entier
naturel k, d’ou

Neooo-o0
Ab—p| 0 A P!

o 0

0 -+ 0 A

2 4
2k+1 _ 3k 2k+1 _ 23k
—ok 43k 2k 4 23k } ’

Exemple 32 La puissance de la matrice A = [ bl ] est

A" =PD'P' = [
telles que

2 0
o-[32]. »-

11 o[22 1
~1 —2}’ P _[—1 ~1

4.4.2 La résolution des systemes différentiels linéaires.

La deuxieme application classique de la diagonalisation d’une matrice est la résolution des
systemes différentiels linéaires. On va résoudre les systemes différentiels linéaires de suivant :

= afnn )+ ()
dxgt(t) =alzi(t)+ -+ az,(t)

ou les a] sont des réels et les x; des fonctions réelles a valeurs réelles. On peux reformulé ce
systeme différentiel sous la forme matricielle suivante :

B _ Axit)
avec
ay ay 1(t)
A= . x(t) = :
al ... a® Ty (1)
et ou d’;—f) représente la dérivé du vecteur x(t).

Supposons que la matrice A soit diagonalisable (nous aborderons le cas des systemes
différentiels avec A non diagonalisable plus tard), il existe une matrice D diagonale et P

inversible telles que
D =P 'AP.
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La matrice P représente un changement de base de R™ : si x(t) est le vecteur colonne
exprimant un vecteur x(t) dans la base initiale et y(¢) celui exprimant x(¢) dans la nouvelle
base. On fait le changement de variable y(t) = P~'x(t). D’olt

dy(t) _ -1 dx(t)
D pt V)
dt dt
donc Tols
% — P'Ax(t) = P'APy(t) = Dy(t).

Le systeme est donc équivalent au systeme :

W _ pye),

dt
qui est facile a résoudre, car D est diagonale. En effet, si
MO o 0
D— 0 )\2 . :
U §|
0 -~ 0 A

les solutions de cette équation sont les vecteurs y(¢) dont la i-itme composante est
yi(t) = e My (0).
I peux déduire x(t) en calculant x(t) = Py(¢).

Exemple 33 On va résoudre le systeme différentiel suivant :

dzx(t)
| F = x(t) — y(t),
% = 22(t) + 4y(1),

ou x,y : R — R deuz fonctions réelles. On pose
1 -1 2 0 1 1
A_{z 4}, D_[OS} et p_{_l _2].

Le systéme dy—gt) = Dy(t), telles que y(t) = { u(t) } s’écrit :

d v(t)
du(t)
= 2u(t
o u(t)
du(t)
= 3u(t).
o v(t)
La solution de ces deux équations est :
u(t) = Bre”
U(t) = 5263t7

ot [y et [y sont deuxr constantes réelles. On en déduit que le systéme (7.5) admet pour
solution

(t) = Bre® + Foe™
y(t) = —fre* — 2B5e™.
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Exercice 24 On considére la matrice suivante de M,,(R), avec n > 2,

n 1 1

A 1 n
o
1 1 n

La matrice A est-elle diagonalisable ?
Montrer que n — 1 est une valeur propre de A.
Déterminer le sous-espace propre associ€ a la valeur propre n — 1.

Quel est lordre de multiplicité de la valeur propren — 1 7

AR NI

Calculer la trace de la matrice A. En déduire la valeur de toutes les valeurs propres de

A.

6. Résoudre le systeme différentiel suivant

) — 30(0) + (1) + (1)
dgl—it) = x(t) + 3y(t) + 2(t)
T _ o)+ y(0) + 3200

ou x,y,z: R — R sont trois fonctions dérivables vérifiant x(0) = 1,y(0) = z(0) = 0.

4.5 Exercices

Exercice 25 Montrer que la matrice suivante n’est pas diagonalisable :

0 1 0]
0 1
0

o1

L 0 0 ]

Exercice 26 Les matrices symétriques de M,,(K), sont-elles diagonalisables ?

Exercice 27 Diagonaliser ou trigonaliser dans M, (C), en donnant la matrice de passage,
les matrices suivantes :

5 1 3 2 11 -1 1 3 00 1
A=| 4 3 4|,B=|121|,Cc=|-222|,D=|010
-1 -1 1 11 2 —2 1 4 100

Exercice 28 Discuter en fonction de a,b et ¢ la possibilité de diagonaliser les matrices de
M;3(C) suivantes :

1
0
0

S = Q

1
, 0
0

S = Q

1
b
-1 c
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Exercice 29 Soit 0 un réel. On considére la matrice de rotation

cosf) —sinf ]

Ry = { sinf cos®

1. Calculer dans C les valeurs propres de A.
2. Discuter en fonction de 0 la possibilité de diagonaliser A dans M,(R) et M,,(C).

Exercice 30 Soit A € M,(R).

1. Montrer que si \ est une valeur propre compleze de A, alors X est aussi valeur propre
de A, de méme ordre de multiplicité.

2. Montrer que si v est un vecteur propre associé a A\, alors V est un vecteur propre associé
a A

3. Diagonaliser en donnant une matrice de passage la matrice

0 -2 0
A={(1 0 -1
0 2 0

4. Calculer A*, pour tout entier naturel k.

Exercice 31 Soit

A:

[ -
— O
O = =

En diagonalisant A, trouver une solution dans M3(C) a I'équation X? = A.

Exercice 32 Soit A une matrice de M,,(K) de rang un.
1. Montrer que la trace de A est une valeur propre de A.
2. En déduire que A est diagonalisable si, et seulement si, sa trace est non nulle.

a b

Exercice 33 On considére la matrice A = [

} de M,(C).

Quelle est la somme des valeurs propres de A ?

Quel est le produit des valeurs propres de A ?

Montrer que, si son déterminant n’est pas nul, A est diagonalisable.

Montrer que, si son déterminant est nul, A n’est diagonalisable que si elle est nulle.

Montrer que A est diagonalisable sauf si elle est de rang un.

S v o v o~

En supposant que la matrice A est réelle; a quelle condition est-elle diagonalisable par
un changement de base réel ?

2 4
1. Montrer que A est diagonalisable et diagonaliser A.
2. Soit N une matrice de M,,(R) et M la matrice de Mo, (R) défini par blocs :

N -N
2N 4N |-

Exercice 34 On considére la matrice A = [

L-l } de My (R).

|

Montrer que la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, la matrice N est diagona-
lisable.
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Chapitre 5

Réduction des endomorphismes 2

On va traité dans ce chapitre les problemes de trigonalisation des matrices. Nous montrons
que toute matrice a coefficients réelles ou complexes est trigonalisable, si elle est semblable a
une matrice triangulaire supérieure. On va voir quelques conséquences théoriques importantes
de ce résultat.

5.1 Trigonalisation des matrices

Définition 30 Une matrice A de M,,(K) est dite trigonalisable dans M,,(K), si A est sem-
blable a une matrice triangulaire supérieure de M,,(K). C’est-a-dire, s’il existe une matrice
inversible P de M,,(K) et une matrice triangulaire supérieure T a coefficients dans K telles
que

A =PTP . (5.1)
On notera que toute matrice triangulaire supérieure étant semblable a une matrice trian-
gulaire inférieure, une matrice est trigonalisable dans M, (K) si, et seulement si, elle est
semblable a une matrice triangulaire inférieure.

Exercice 35 Soit A une matrice de M,(K) et soit A une valeur propre de A. Montrer que
la matrice A est semblable a une matrice de la forme

ou B est une matrice de M,,_1(K).

5.1.1 Caractérisation algebrique des matrices trigonalisables.

Le résultat suivant forme une caractérisation algebrique des matrices trigonalisables.

Théoréme 20 (Théoréme de trigonalisation). Une matrice A de M, (K) est trigo-
nalisable dans M., (K) si, et seulement si, son polynéme caractéristique pa est scindé sur

K.
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Preuve. La condition est nécessaire. Si A est une matrice trigonalisable, par définition, elle
est semblable a une matrice triangulaire supérieure :

A ok oo %
¢ — 0 Mo
0 --- 0 M\,

Le polynome caractéristique de la matrice T est scindé :
pr=(—1)"(x—=X)...(x = \,).

De ce qui précede, deux matrices semblables ont méme polynoéme caractéristique. Ainsi,
pa = pr et par suite le polynome caractéristique de A est scindé sur K.

La condition est suffisante. On procede par récurrence sur n. Toute matrice de M (K) est
trigonalisable. On suppose que tout matrice de M,,_;(K), dont le polynéme caractéristique
est scindé, est trigonalisable, montrons que cela est vrai pour toute matrice de M,,(K).

Soit A € M, (K), telle que le polynéme pa soit scindé sur K. Le polynéme pa admet
donc au moins une racine A dans K. Considérons un vecteur propre e dans K" associé a
la valeur propre A. Complétons le vecteur e en une base B = (e, es,...,e,) de K". Soit
ua I'endomorphisme de K™ associé a la matrice A, i.e., 'endomorphisme défini, pour tout
vecteur x de K", par ua(x) = Ax. On a

ua(e) = Ae = e,
par suite, la matrice de ’endomorphisme ua exprimé dans la base B est

) WP

0

U = ,
[ A]B : B
0

ol B est une matrice de M,,_;(K). La matrice A étant semblable a la matrice [ua], il existe
une matrice inversible P de M,,(C), telle que

A % e %

P 'AP =
B

0
De plus, en déduit que le polynome caractéristique du bloc B divise le polynoéme caractéristique
de la matrice A, il est donc scindé comme ce dernier. Par hypothese de récurrence, la matrice
B est semblable a une matrice triangulaire supérieure, il existe une matrice inversible Q dans
M,,_1(K), telle que t' = Q7 'BQ soit triangulaire supérieure. En multipliant par blocs, on

a .
1 -

10 - 0 10 - 0 Aok %
0 1 0 0
P lAP | | = »
Q : Q : Q'BQ
0 0 _0
[\ % *
0
I X
_0
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En posant

10 0
0
R=P| . ,
: Q
0
la derniere égalité s’écrit
1 0 - 0
R'AR =
: Q
0
Ainsi, A est semblable a une triangulaire supérieure. O

5.1.2 Trigonalisation sur I’ensemble des nombres complexes C.

On comence par une premiere conséquence importante du théoreme de trigonalisation.
D’apres le théoreme de D’Alembert-Gauss et d’autres, tout polynéme non nul de Clz| est
scindé sur C. Par suite, on a

Proposition 12 Toute matrice A de M,,(C) est trigonalisable dans M., (C).

Notons que toute matrice A de M,,(R) peut toujours se trigonaliser dans M, (C). En
effet, si le polynome caratéristique de A est scindé sur R, A est trigonalisable dans M,,(R).
Sinon, le polynéme pa est toujours scindé dans M,,(C). Il existe alors une matrice inversible
P et une matrice triangulaire T de M,,(C) telles que A = PTP™'.

Exemple 34 La matrice suivante de M4(R)

0 -1 1 1
1 01 1
A= 0 00 —1]"
0O 01 0
son polynome caractéristique
2 2
DA = (x + 1) .

Ce polynome n’est pas scindé dans Rlz|, par concéquent la matrice A n’est donc pas trigo-
nalisable dans My(R). Malgré qu’ il est scindé dans Clz] :

pa = (v —i)*(x + 1)

La matrice est trigonalisable. Posons

1 -1 10

—1 0 2 1

b= 0 1 01
0 —2 0 1

Le premier et troisieme vecteur colonne de la matrice P sont des vecteurs propres associés
aux valeurs propres v et —i respectivement. Les deux autres vecteurs colonnes complétent ces
vecteurs en une base de trigonalisation. On a

i1 0 0 1 i1 0
o]0 0 05 L o 1lo 01
A=Ploo i 1 |P o o Pr=sly Lo

00 0 —i 0 01 —i
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5.1.3 La somme et le produit des valeurs propres.

Le théoreme de trigonalisation nous permet de donné une relation entre la trace et le
déterminant d’'une matrice et ses valeurs propres associés.

Si une matrice A est trigonalisable, alors les valeurs propres de A étant les racines du
polynome pa, sont aussi les coefficients de la diagonale de la matrice T.

Etant donnée une matrice A de M, (C), alors son polynome caractéristique est scindé
sur C :

pa=(=1)"(z—\)...(x—\).

La matrice A est semblable a une matrice triangulaire T, i.e., il existe une matrice inversible
P telle que

Nk e
piap—| 0 X
0 -~ 0 M,

Etant semblables, les matrices A et T ont méme trace et méme déterminant, on en déduit
que la trace (resp. Le déterminant) de A est égale a la somme (resp. Le produit) des valeurs
propres, comptées avec leur ordre de multiplicité. Précisément, on a

Proposition 13 Soit A une matrice de M,,(C) de polynome caractéristique
PA = (—]_)n (I — )\1)n1 e (l’ - )\p)np s
ou n; désigne l'ordre de multiplicité de la valeur propre \; dans le polynome caractéristique.
Alors,
i) trace(A) = niAy + ...+ ny),,
i) det(A) = A\J' ... A",
Plus généralement, pour tout entier k > 1, on a
i11) trace (Ak) =mA 4+ .+ np)\’;,
iv) det (AF) = A[™ ... A

0 -1
10
de ces valeurs propres est égale a la trace de A et leur produit est le déterminant de A.

Dans l’exemple de la matrice de la rotation du plan vectoriel, on a déjas trouver le résultat
sutnant :

Exemple 35 Lla matrice A = [ , possede deux valeurs propres —i et 1 ; la somme

R, — [cos@ —sin } .

sinf cosd

Est Spe (Ry) = {eie, e‘ie}. La proposition précédente, nous permet de retrouver les relations
trigonométriques bien connues :

trace (Ry) = 2cosf = e 4+ ¢,

det Ry =1=¢"%%.

Exercice 36 Montrer qu’une matrice de M, (R) est inversible si, et seulement si, elle n’ad-
met pas de valeur propre nulle.
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Exemple 36 Dans l’exemple 30, nous avons montré que la matrice

0 --- 0 1

A | N
0 - 01
1 11

admet 0 comme valeur propre, d’ordre de multiplicité géométrique n — 2, donc le polynome
caractéristique est le suivant

pa=(—1)"2""? (2" + azx + B) .
Trouvans les autres valeurs propres de A. Supposons que
pa=(—1)"2""%(z— ) (z— Np).
D’apres la proposition 13, A1 et Ny satisfont les deux relations suivantes
trace(A) = A\ + Ao
trace (AQ) =\ + A3,

avec

1 -+ 1 1
A2 = | ¢ Do
1 - 1 1
1 -+ 1 n
Ainsi, trace(A) = 1 et trace (A?) =2n — 1, d’ou, A\ et \y satisfont les deuz relations
AM+A=1

M+ =2n—1.
On a (A + Xo)” = X2+ X2+ 2\ )y, le systéme précédent sera

)\1"‘)\2:1
)\1/\2:1—71.

Donc A\ et Ay sont solutions de l’équation
M= A+ (1-n)=0.
14+ +vdn -3 l=v4n -3

Ao =
9 2 2

D’ou
At
Le spectre de A est donc

Sp(4) = {o,

Les sous-espaces propres sont définis comme suites

1—+/4n —3 1+\/4n—3}
2 ’ 2 '

1 0 0
—1 1 :
Ey = Vect 0 ) —1 T 1 >
: : -1
0] | 0 ] | 0]
1 1
E,, = Vect 1 , By, = Vect )
)\1 )\2
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Par conséquent

1 i
A — | ,
1 Yy

avec N2 = \; +n — 1, pouri=1,2.

Exercice 37 Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres des matrices sutvantes

de M, (R) :
11 1 10 0 1 -~ 11
10 0 : 0 - 01
A= , B= : ., C=| . ,
10 -+ 0
10 0 11 - 1 0 0 1
11 - 1 1]
10 -~ 01
D = L0
10 -+ 01
11 11

n 1 - 1
A 1 n
o
1 1 n
Remarquant que

1 ... 1
A_(n_]_>1n: : :
1 ... 1

D’ourg ((A — (n—1)1,)) = 1. Donc, on a dim (E,_1) = n—1. Alors n—1 est valeur propre
de A, avec mult alg (n — 1) > n — 1. Pour déterminer ['autre éventuelle valeur propre A, on
calcule

trace(A) =n? = A+ (n — 1)(n — 1).

Par suite A =2n—1. On a donc mult alg (2n—1) > 1. On en déduit que mult alg (n — 1) =
mult 4o (n —1) =n —1 et que mult 4y (2n — 1) = mult 4, (2n —1) = 1.
Dans cet exemple, on a
K"=FE,1® Fyp1,

par conséquent la matrice A est diagonalisable.
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