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Preéface

Ce cours a été rédigé pour les étudiants du deuxieme année de 1’école supérieure de manage-
ment et ainsi aux étudiants du deuxi¢me année du la faculté des sciences téchnologique dont les
spécialités suivantes : génie civil, génie mécanique, génie électronique et petrochimie . Chaque
chapitre est suivi d’un certain nombre d’exercices. Il est fortement conseillé d’essayer de faire les

exercices et ceci pour la bonne préparation des examens.
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Séries numériques
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1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1. Soit (wg, U1y .eey Un, ...) une suite de nombres reels ou complexes. Formons les
sommes

So = wuo

S1 ug + Uy

Sy = ug+ur+us

Sn = ug+ uy + ... + u, (somme partielle d’ordre n. )

Si (Sy) a une limite S, finie ou non, quand n tend vers 400, on dit que la série ug + uy + ... +

Uy + ... (Ou que la série de terme général u,,) a pour somme S, et [’on écrit

S=u0+u1—|—...—|—un—|—...



ou

Si de plus S est finie, la série est dite convergente. Une série non convergente est dite divergente.

Exemple 1.1. Considérons la série

1+q+q*+..+q" + ..

c’est une progression géométrique de premier terme 1 et de raison q, (q # 0). La somme des v
premiers termes (lorsque q # 1) est égale a

1_ n
g, —1-4a
1—gq

1.Si|g| < 1, ¢" — 0 lorsque n — 400 et, par conséquant,

1
lim S, = ——
n—-4oco 1 — q

Ainsi lorsque |q| < 1, la série converge et sa somme est

1=9% _, oo. Ainsi lorsque |q| > 1, la série

2.8i|q| > 1, ¢ — oo lorsque n — 400 et T

diverge.

3. 8iq = 1, la série s’écrit
S, =14+1+...4+41=n

par conséquant

lim S,, = +oco
n—r—+o00

la série diverge.
+o0o
Définition 1.2. La série E U, est appelée reste d’ordre m de la série E U
n=m+1 n>0
—+o0
Théoreme 1.1. Si la série g u,, converge et si sa somme est S, la série E AU, OU X est un

n>0 n=0
nombre fixé, converge aussi est sa somme est AS.

Théoreme 1.2. Si les séries E U, et E v, convergent et ont pour sommes S et S’, les séries
n>0 n>0

> (un £ o)

n>0

convergent également et ont pour sommes S £+ S’.



1.2 Condition nécessaire de convergence

Théoreme 1.3. Si la série g u,, converge, son terme général u,, tend vers zéro lorsque n tend
n>0
vers l’infini, i.e.
lim wu, = 0.
n——+4oo
n

Preuve. Soit S,, = E uy. Si la série est convergente de somme S,ona lim S, = S, ainsi
n——+oo
k=0

lim S,,_; =5, donc
n—-+oo

lim u, = lim (S, —S,-1)=85—-S=0.

n—+4o0o n—4oo

Exemple 1.2. Soit » _ nsi (1)

X 2. Soi nsin | — |.
P n

Calculons la limite du terme général u,.
s (1

sin (= 1

l(n) =1 # 0, donc Znsin (—) diverge.

lim o, = lim

n—-+oo n—-+oo n

Théoreme 1.4. a) Z Uy, est convergente = Vk, Z u,, est convergente.
n>0 n>k

b) 3k, Z Uy, est convergente = Z u,, est convergente.
n>k n>0

oo
c u,, est convergente = lim u, = 0.
n> n=

Corollaire 1.1. La nature d’une série ne change pas si I’on modifie un nombre fini de ses termes.

1.3 Critere de Cauchy pour les séries

Théoreme 1.5. Soit g u,, une série. Pour que la série soit convergente, il faut et il suffit que la
n>0
condition suivante soit vérifiée :

Pour tout € > 0, il existe un entier N tel que
n>m>N = |[Unt1+ Unmy2 + oo Fup| < €

1
Exemple 1.3. La série harmonique Z — est divergente. En effet, pour tout m > 1, on a
n>1
1 1 1 1 1 1 m 1

S, — S, = b — = =
2 'm—|—1+m+2+ Tom  oam T oam T om T om 2

la série diverge car en prenant € = % et en posant m = N et n = 2m pour tout N, la négation

du critere de Cauchy est vérifiée

de >0, VN Im3In: [n>m>N et|S,— Sn| <e€]



1.4 Suites et séries

Théoreme 1.6. La suite numérique (a.,) n, €St convergente si, et seulement si, la série E U, Ol
n>0
Uy, = Qpy1 — Gy pour n > 1 est convergente.

Preuve. Ona

Sn:ZUk = U+ U +uz+...+u,
k=0

= (a1 —aog) + (a2 —ay) + (a3 — az) + ...+ (any1 — ay)

= Qp41 — Qo
donc
nl—1>r—£loo Sn - nl—l>r—|l-loo Gnt1 = do-
E le 1.4. La série ) ! En effet,
xemple 1.4. La série ———  converge. En effet,
P = n(n+1) g
1 1 < 1)
= = — —|—)=a —a
n(n+1) n+1 n il "
avec
1
a, = ——
n
ona
Sn = — +
n+1
d’on lim S,, = 1 et la série est convergente.
n—-+oo

Exemple 1.5. La série Z (v/n + 1 — v/n)est divergente. En effet,
n>0
posons que a, = \/n, ona

S,=vn+1
d’on lim S,, = 400 et la série diverge.

n—-+oo

1.5 Séries a termes positifs
Définition 1.3. Une série Zun est dite a termes positifs si u, > 0 pour tout n.
n>0

Théoreme 1.7 (Condition nécéssaire et suffisante). Pour qu’une série a termes positifs soit conver-

gente il faut et il suffit que la suite de ses sommes partielles soit majorée.



Preuve. La suite des sommes partielles (.S,,) vérifie S,, — S,,_1 = u, > 0, ainsi (S,,) est

croissante. Elle converge donc si, et seulement si, elle est majorée.
Remarque 1.1. Une série a termes positifs divergente tend nécessairement vers +oo.

Exemple 1.6. La série Zei" est convergente. En effet,

n>1
S 1 ! !
m = 14 o2 + .o+ om

1

_ 1 em+1

o _1
e

< 1

= 1

1—7
Donc la suite {S,, } est majorée par 1i 1 La série étant a termes positifs elle converge par [ utili-

sation du theoreme 3.7.

Théoreme 1.8. Soient g U, E vy, deux séries a termes positifs. Si u,, < v, pour tout n, on
n>0 n>0

a:
Si la série g v, est convergente alors la série E u,, est convergente.
n>0 n>0
Si la série E w,, diverge alors la série E v, diverge aussi.
n>0 n>0
L. 1 1 1 .
Exemple 1.7. La série E ——— est convergente. En effet —— < —5. Le dernier terme est
n2 1 n“4+1 — n
n>1

l'un des termes de la série de Reimman (voir le corollaire 3.3) (converge car o = 2 > 1) par le

critére de comparaison on obtient la série g est convergente.

2
nZln +1

Théoreme 1.9. Soient E U, E v, deux séries a termes positifs. Si u,, ~ v, oU encore
n>0 n>0
. Unp . . N .
lim — =1, les séries sont toutes deux convergentes ou toutes deux divergentes.
n—+oo 9,

n
Exemple 1.8. La série E est convergente. En effet,
3 2
o™ +n“+n+1

n 1 1 1

mn?tnt+l nil4liy Lt L p2

Uy, =

1 n + 2
puisque la série E — est convergente, alors E est convergente aussi.
2 3 2 1
n>1 n>0 nt+n®+n+

Exemple 1.9. La série Z est divergente. En effet,

1
et vn(n+1)

1 1

~ —

vn(n+1) n



1
puisque la série Z — est divergente, alors la série Z est divergente aussi.

1
nZln n>1 Vn(n+1)

Corollaire 1.2. Soient E Uy, E v,, deux séries a termes positifs. Si u,, ~ av, ou encore
n>0 n>0

lirf = aq (a fini, # 0), les séries sont toutes deux convergentes ol toutes deux divergentes.
n——+oo - "
. 4n .
Exemple 1.10. La série E ——— est divergente. En effet,
2
n+1
n>0
4n
. 2
lim = 1+ L —y
n—+oo =
n

1 4n
comme la série E — diverge, alors E ——— diverge aussi.
n?+4+1
n>1 n>0

Théoreme 1.10 (Regle de d’ Alembert). Soit Z u,, une série a termes positifs. Supposons que
n>0

. Un+41
lim

n—+oo U,

=1

Sil < 1, la série est convergente. Sil > 1 la série est divergente. Si l = 1 on ne peut rien dire.

n
Exemple 1.11. La série Z 3n est divergente. En effet,

n>1
Uy, 3"n+1 1
im 27— g ooty
n—+oo U, n—4oo n 3n+1 3

Donc la série est convergente.

Théoreme 1.11 (Regle de Cauchy). Soit Z U, une série a termes positifs. Supposons que

n>0
lim Ju, =1
n—-+4oo "

Sil < 1, la série est convergente. Sil > 1 la série est divergente. Si l = 1, on ne peut rien

dire.

1
Exemple 1.12. La série Z — est convergente. En effet,
en

n>1

lim Yu,=-<1
n—+00 e
Théoreme 1.12 (Comparaison des criteres de Cauchy et de d’ Alembert). Soit Z Uy, Une série d
n>0

termes positifs. Si la limite
un—i—l

l= lim
n—+oo Up

existe, alors

l= lim JJu,

n——+oo



Remarque 1.2. Le critére de Cauchy est donc plus fort que celui de d’Alembert.
Exemple 1.13. Soit la série de terme général

a” si n est pair
Un = : . . a € 10,1,
2a™  simn estimpair

alors
Up 41 2a  simn est pair

Uy, 5 si m est impair

N . u. .
d’on lim -2t n’existe pas, par contre

n—+oo Un

a Si 1y est pair
"2 sinest impair

ce qui donne

lim Yu, = a.

n—-+oo
Corollaire 1.3. Soit o un parameétre réel. La série

1 1 1 1
— 4+ — 4+ — + ... + — + ...(série de Riemann)
]_a 2a 3a na

est convergente si ¢ > 1, divergente si o < 1.

Corollaire 1.4. Soit Z u,, une série a termes positifs. Si u, ~ n% pour n — +00, out k est
n>1
une constante positive. Alors
a) Z U, est convergente si o > 1.
n>1
b) Z u,, est divergente si o < 1.
n>1

1 1
n0t/ntl  nio”

Exemple 1.14. La série Z
n>1

est convergente. En effet,

1
n® 4+ /n+1

1.6 Séries a termes quelconques

1.6.1 Séries absolument convergentes

Définition 1.4. Une série Z Uy, est dite absolument convergente si la série des modules Z ||
n>0 n>0

est convergente.

Théoreme 1.13. Une série absolument convergente est convergente.

Définition 1.5. Une série est dite semi-convergente si elle est convergente et n’est pas absolument

convergente.



1.6.2 Séries alternées

Définition 1.6. Une série est dite alternée si ses termes sont alternativement positifs et négatifs.

On note

Z (-1)"v,, avecwv, > 0.
n>0
Théoréme 1.14 ( Théoreme de Leibniz). Si la suite (v,,) est décroissante et tend vers zéro, la série

Z (—1)" vy, est convergente. De plus on a
n>0

< Upta.

—+o0
Z (_l)n Un

k=n+1

1.7 Multiplication des séries

Théoreme 1.15. Soient E u,, et E v, deux séries absolument convergentes, U et V leurs
n>0 n>0
sommes. Posons

Wy, = UgUp + U1Vp_1 F oo + UQVe = E U;Vj.
i+j=n

Alors, la série g w, (appelée série produit des séries données) est absolument convergente, et
n>0
sa somme est UV .

Exemple 1.15. La série produit de deux séries convergentes peut étre divergente. Calculons par

exemple le produit de la série

(D
= v
par elle méme, on aura
wn:(—l)"+1( ! + ! + o+ ! -|—...+L)
Vi V2yn—1 VEkvn—k+1 vn
il est évident que pour tout n, |w,| > 1.

1.8 Applications économiques des séries numériques

<> Application : Série des chiffres d’affaires.

La clientele d’une entreprise augmente de 10 pour cent par an, si bien que son chiffre d’affaires

augmente aussi de 10 pour cent par an. En notant uq le chiffre d’affaires initial, et w,, le chiffre
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d’affaires I’année n, on a u,, = wo X (1.1)™. La suite (u,, ), est une suite géométrique. Le chiffre

d’affaires cumulé de I’année 0 a I’année n est donné par la suite des sommes partielles (S, )y, :

" 1— (1.1)"H
S, = = ug——————— = 10ue((1.1)™ — 1).
D e =0 uo((1.1)" — 1)
k=0
1.9 Exercices
Exercice 1.1. Soit
2
Up = — pour n > 1.
n —
® Ecrire u,, sous la forme
a b
U, = + pour n > 2.

n—1 n+1

+o0 1
® Calculer la somme S =

PR
— N 1

Exercice 1.2. Soient Z u,, et Z v,, deux séries convergentes a termes positifs. Montrer

que les séries de termes généraux

Wy = J/Upv, et t, = '“'i
sont convergentes.

Exercice 1.3. Soient les deux suites (u,,) et (v,,), on suppose que pour tout n dans N,
Up = Up41 — Upe.
O Montrer que la suite (v,,) et la série Z u,, sont de méme nature.

Exercice 1.4. Sommer les séries suivantes

+oo oo N
2™ 1
ng” avec(0 < g<1 _
;571_2’ 7;) q (0<g<1), ;n(n—i—l)’
> 1
S In (1__)
n=2 n

Exercice 1.5. Trouver la nature de la série qui a pour terme général

1+ n? n! n!
0 u, = Ou, = — ®u, = —
n2 am” nn"
1\ " 1 /1
O u, = (sin| — O u, = < ® u, =sin| —
n ot os n2
2" 4 3n n \"

o u, = @un:( ) @unzﬁ.
n?2 +Inn -+ 57 n+1 2n
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Exercice 1.6. Trouver la nature de la série qui a pour terme général,

. 1 n 1
oun:Sln(\/ﬁ), @un:3n6+1, @’Uﬂn:ll’l<1+ﬁ>,
cos (l) 1 1
O u, = n~, ®u,=ner—-n, Ou,=——,
n®+1 In(n)™
,n1000 on
(7] , ®u, =—.
n! n?

Exercice 1.7. Etudier la convergence et la convergence absolue des séries dont le terme

général u,, est donné ci-dessous.

1 1
o u,=— ® u,=-— —
n cos2(n)’ (Inn)~’
—1)" 1 —-1)"
(3] unz( ) arctan(—), (4] un:( ),
n n n
1 —1)"
(5 Uy = (_1)n_, 6] Up = ( ) ’
Inn nz2+1
cos(2n) 1
9 u,=——, ® u, =ncos|—|.
n?24+1 n2
Exercice 1.8. Soit (u,) une suite de réels positifs et v,, = 7.

Montrer que les séries E U, et E v,, sont de méme nature.

Exercice 1.9. Soient o € R* et u,, la suite définie sur N par

(="
Uy = —————.
an +1

© Montrer que la série de terme général u,, est convergente et que

> 1 dt
Zun:/o —

® En déduire que
Z (—1) —In2, Z (—1) _ E
n+1 2n +1 4

n=0

Exercice 1.10.

Trouver la nature de la série du terme général u,, — sin (77(2 + ﬁ)")
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Exercice 1.11.

O Soit (u,,) une suite positive telle que la série de terme général u,, converge. Etudier la

yan) s 2 un
nature de la série de terme général

n

Exercice 1.12.

O Soit (u,,) une suite positive telle que la série de terme général u,, diverge. Pour tout n, on

pose S = Ug + ceeeeennn u,,. Etudier en fonction de « la nature de la série de terme général

(Sn)a

Exercice 1.13. Calculer les formes des séries suivantes :

+0°1
o

— 9"

+o0 n
(5 P
n=1 3

+oo 1

° Z ‘< (4n —3)(4n + 1)

n-+4
®Zn(n2—4)

Exercice 1.14.

2n —1
7 n*(n — 1)2
1
 @n—1)7

O Calculer Z

® Calculer Z

® Montrer, par induction, que pour

tout entier p > 0:
P 1

;n(n +1)(n + 2)
__ p(@+3)
Ap+1)(p+2)

En déduire la somme de la série

“+oco

-1
ngl n(n+1)(n+2)

+oo
(2] Z e ™.
n=0
+oo
1 1
9?;1 (cosﬁ — cos n 1).

n
+oo
1
e _.
; n(n + 5)
+oo 1

ezn2+2n—3'

n -+ 2
@Zn(nz—l)

+oo
2 3
® Calculer Z n
v n(n —1)(n+ 2)’

e” In 2™
@ Calculer — .
?;2 <3" + n3 — n)
® Montrer que pour tout entier
n>1:

Arctgz—
n“+n-+1

1
= Arctg — — Arctg
n

En déduire la somme de la série
“+oo

1
2 AI‘Ctg m .

n=0



@ Trouver les trois constantes o, 3 et
1 de sorte que pour tout entier
n>3:

n3 _

B
n! (nfl)! + (n—2)! + (nf3)!'

En déduire la somme de la série
too 4

n!’
n=1

©® Pour quelles valeurs des deux
nombres réels a et 3 la série

Z In (n(n + 1)*(n + 2)#),
converge -t-elle ? Lorsqu’elle converge,

calculer sa somme.

13

® Montrer que pour tout entier
p=>1:

(e —1) Z ne " = 1=¢7 _ pe~P.

En dedulre la somme de la série

Z ne~".

n=1
@© Soit (a,,) la suite de nombres réels
définie par

Apy1 = 0y + ap_1€tag =a; = 1.
1) Montrer, par induction, que pour
tout entiern > 0 : a,, > n.

2) En déduire la somme des deux

séries suivantes :
“+oo

D e
9

n—1 Ap_10n41

et
—+o0

D —

n—1 an—lun+1

Exercice 1.15. Etudier la convergence des séries suivantes :

+oo 1
©) i iaiT

o0
® Z(—l)"
X sinn!
@Zl e

VLoV
Z

+oo

©ngln3—|—1

I®op3ia

92 n3+5
oo sin 5n?
Zn2+1°
+

4n
Z cos

too

Z VAL (n2

+oo \/ﬁ
@Zm

Exercice 1.16. Etudier la convergence des séries suivantes :

1n
o ik
32(%—1)".
+;<:3[2n
(5) I

e
"0 n.

+oo (_1)n

nz::l V2n2 +1

+oo 1

9;1+lnn.

400

Inn™
(6] _—
Z (n 4+ 2)!

n=2
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@Z +1)! ) @Z((znjul)vJr

X Inn
@Zshn @Z_

Exercice 1.17. Etudier la convergence des séries suivantes :

(=" )
n24+n+1/)

lnn I Inn!
o Z( == 0> —,
n=1 n
1)2 +oo 2
Z ()" 4. oy
(2n)' = 5"
n +o0 n
5] Z (sm(2n +1)— ) ® Z (sm(2n +2)— >
[ =
@Zsinn. @Zsm—.
n=1 n=1 n
+o0 1 +o0
9} Z n sin —. (10} Z Arctg
n=1 n n=1

o

R | 1 1 1

1
21 atstrtetn

Exercice 1.19. Etudier la convergence des séries suivantes :

=Xn?41 (2n +1)*
Sl:zz n2 Z Z(7n2+1)3’

+oo
= Z In(1+e™").
n=0

Exercice 1.20. Déterminer la nature de la série de terme général :

si . est un carré

1
n

u =
n 1
n2

sinon

Exercice 1.21. Les sommes suivantes sont-elles finies ?

+oo n +oo +oo n
-1 AL tan
si=3 () =Y 2 s=> s,
n=2 n=4 n=0

- Z < (3n + 1)(3n Ta)
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Exercice 1.22. Déterminer en fonction du paramétre o € R la nature de la série de terme

général

In(n)
Uy, = .
na

Exercice 1.23. Etudier la nature de la série de terme général wu,, :

Ou, = 7:?;17 Ou, = 7;‘;117 Ou, = Z—J_“;
_4anti((n41)1)2 (. 1\\7 1\n?
Oun =" 1y Ou, = (sin(3))"  Oun=(1-7)

O u, = (1 + l)n2.

n

Exercice 1.24.

s . . —1)"
Montrer que la série de terme général u,, = (=1)

(Vi) est semi-convergente.

Exercice 1.25. Etudier la convergence de la série numérique de terme général u,, :

Ou, = (-1 "Z—? Qun:%,aEC.
®u, =na"',a €C. ® u,, = sin (%ﬂ')
Qu, = (—1)"(v/n+1—n). ® u, = "),

Qu, =nln (1—}—%) — coSs (%)

Exercice 1.26. Calculer
n 1

T;) Uy, avec Uy = ’;) m.

et
1)n k

Zun avee 1wy = Z(kmk

Exercice 1.27. Etudier la nature des séries de terme général et calculer leur somme :
0y, = 21 n>3 Ou,=(—1)"In ("+1> n > 2.

n(n2—4)°

O®u, =1In (1
Exercice 1.28.

Si (v1,),,>0 €st une suite numérique tendant vers 0 et si a, b, c sont trois réels vérifiant

~ ) m2 1L

a + b+ ¢ = 0, on pose pour toutn > 0:
Up, = AV, + bUp11 + CURy2.

Montrer que la suite de terme général u,, converge et calculer sa somme.

Exercice 1.29.

Etudier la convergence des séries de terme général :
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O u, = sin (WZZ—E) ®u, = (1 — cos (%)) (In(n))20tt
@un:/On Vv sin(x)dx @un::w(;l_;):ﬁ
O u, = W ®u, = i—Z(sin(a))zn.

Exercice 1.30.

On considere la suite numérique (u,,) définie par :

2 a
n=n! in [ — € RT\nN
u n kl;[lsm (k)’ a \7

©® On suppose que a # 1. En étudiant la suite (M> préciser

a) La nature de la série ) u,,.
b) La nature de la suite (u,,).
® a) Sia, = In(nsin (1)), quelle est la nature de la série _ a,, ?

b) Quelle est la nature de la suite (u,,) pour a = 1.

Exercice 1.31.
On considere la suite (u,,) définie par u; = letu,, 1 = %e‘“n pour tout n > 1.
O Nature de la série > u,,?

® Nature de la série Y (—1)"u,,?

Exercice 1.32.

. nn! 7 e
Montrer que la suite u,, = enfi converge, on pourra d’abord montrer que la série de
n 2

Un+1
Z, = In
Unp

terme général

est convergente.

Exercice 1.33.

Nature de la série de terme général (convergence et absolue convergence).

n
Wy, = E ULVp—f-
k=0

G L

_(n—|—1)2 Con+1

n

Exercice 1.34.
Montrer que les séries de terme général
G (-1
Uy = € Un =
vn vn

Ne sont pas de mémes natures et que pourtant u,, ~ v,,.

1
+ =

S
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Exercice 1.35. On pose

1
f(n) :/ z"e ®dr, meN
0

O Montrer que la suite f(n) est positive et décroissante. Au moyen d’une intégration par

parties donner une relation de récurrence entre f(n) et f(n — 1).

Montrer par récurrence que pour tout n > 0
n! "1
n)=—\|e— — 1.
=" e300

® Montrer que I’on a :

1 < < 1
ety ST =00

En déduire la nature des séries

> sy T e 3 1ys .

® Déterminer le rayon de convergence de la série entiere

Z f(n)x".

Exercice 1.36. On considére la série numérique de terme général u,, pour n > 1 et

a€ceR:
(nen ()
U, = [nsin | —
n

© Montrer que si cette série est convergente pour une valeur a donnée, elle converge pour
tout b > a.

a

® Montrer que si a < 2 la série est divergente.

On pourra utiliser un développement limité de 1n (u,,).

® Onposea =2+ cavec0 <e <1
Montrer que u,, est équivalent a exp (— éns) . En déduire que la série est alors conver-

gente.
® Donner toutes les valeurs de a pour lesquelles cette série converge.

Exercice 1.37.

Pour n € N, on pose :

1 $2n (_1)n
Uy = dr e v, =
o 1+ x2 2n +1




® a) Calculer u,.

b) Montrer que pour toutn € Nona:

1
0<u, <
2n + 1
(2]
a) Montrer que pour toutn € Nona:
n 1
u u = .
n n+1 2 + 1

b) En déduire que :

n T .
Z'Uk =2 + (=1)"Upqa-
k=0

¢) Montrer que la série de terme général v,, converge et calculer sa somme.

18



Chapitre 2

Fonctions a deux variables
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2.1 Généralités :

Dans ce chapitre nous allons étudier les fonctions a de deux variables c’est a dire a chaque
couple (x, y) de valeur de deux variables indépendantes « et y correspond une valeur bien deter-

minée de la variable dépendante z qu’on note z = f(x,y) ou f désigne une fonction de deux

variables.

Mathématiquement, on devra donc étudier des fonctions qui ne sont plus définies sur un intervalle

(ou une partie quelconque) de R, mais sur une partie de R? avec I’ensemble d’arrivé pourra étre R

ou bien une partie de R.

e Distance :



20
Dans IR la distance entre deux réels x et y est donnée par d(z,y) = | — y|.

Dans IR? : la distance entre deux points M; = (x1, Y1) et My = (2, y2) est donnée par

d(M,, M,) = /(21 — ©2)? — (y1 — y2)>.
e Norme :

Définition 2.1. Soir (E, 4, .) un IR — espace vectoriel , on appelle norme sur E toute application
N de E dans R™ telle que :

I.Vx € E, N(z)=0<%< x=0g,

2.VA € IR, Vxe€ E,N(Az) = |\|N(x)

3.V(z,y) € E*, N(z +y) < N(z) + N(y).

Exemple 2.1.

*  Quelques normes usuelles sur IR :

1. La norme Euclidienne : notée

Nay(z) = ||z]|l2 = (/2 + 23, V& = (2z1,22) € R".

2. La norme du max : notée
Noo(z) = ||2]|oo = max{|z1], [z2]} Vz = (z1,22) € R
3. La norme du somme : notée
Ni(z) = ||z|l, = max{|z:], [z2]} V& = (z1,22) € R”.
Définition 2.2. Soient N et N deux normes définie sur un espace vectoriel E. On dit que N et
N sont équivalentes si et seulement si il existe deux constantes Cy et Cy positives telle que
CiN(z) < N(z) < C;N(x), Vz € E

Exemple 2.2. Les trois normes N1, No et N, définie dans [’exemple 2.1 sont équivalentes.

e Cercle, Disques fermés et ouverts de IR? :

Définition 2.3. On appelle cercle de centre Xo = (o, Yyo) € IR? et de rayon r > 0, noté

C(xo, 1), 'ensemble des points de IR? dont la distance a X est strictement inférieure a v i.e

D(zo,r) = {X € R?, \/(z—z0)?+ (y—yo)2=r}
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Définition 2.4. On appelle disque ouvert de centre Xo = (x9,yo) € IR? et de rayon v > 0,
noté D(xq, ), I'ensemble des points de IR* dont la distance a X est strictement inférieure a r

e

D(CUO,’I“) = {X € R2a \/(w - 150)2 + (y - y0)2 < ’I"}

Définition 2.5. On appelle disque fermé de centre Xo = (xo,Yo) € IR? et de rayon r > 0,
noté D(xg, ), I’ensemble des points de IR? dont la distance & X est strictement inférieure a v

e

D(xo,7) ={X € R?, /(x—w0)?+ (y—yo)?> <}

Exemple 2.3. Le disque ouvert par la norme du max dans IR* est un carré. En effet,

| X — Xolloo <7< max{|x —xo|, |y —yol} <7 |x—x0| <Tet|ly—yo <.

On observe que |x — xo| < 7 représente une bande verticale de largeur 2r limitée par deux
droites x = xg — 1 et & = To + 1. De méme pour |y — yo| < 7 représente une bande verticale
de largeur 2r limitée par deux droites y = yo — r et y = Yo + 7. L’intersection de ces deux

bandes est un carré dont le centre X.
e Parties fermées et ouvertes de IR? :

Définition 2.6. Une partie A de IR? est dite ouverte si et seulement si pour tout Xo € A, il existe
r > 0 tel que D(Xo,7) C A.

Exemple 2.4.
1. L'ensemble A; = {(x,y) € IR?, x2 + y? < 4} est un ouvert.
2. L’ensemble Ay = {(z,y) € IR?*, y > x2} est un ouvert.

Définition 2.7. Une partie B de IR? est dite fermée si son complémentaire dans IR? est ouverte.

Exemple 2.5.
1. L'ensemble A; = {(x,y) € IR?, x2 4 y? > 4} est un fermé.
2. L’ensemble Ay = {(xz,y) € IR?, y > x2} est un fermé.

e Partie bornée de IR? :

Définition 2.8. Une partie M de IR? est dite bornée lorsque elle est incluse dans un disque.

Autrement dit, une partie M de IR? est dite botnée si et seulement si, il existe 1 > 0 tel que pour
tout X € M on || X|| < 7.



2.2 Fonctions numériques de deux variables.

Définition 2.9. On appelle fonction numérique de deux variables est une application

f: ACIR? - IR
(may) = z = f(may)a

o A est une partie de IR?

Exemple 2.6.
1.
f: IR —> R
(CB, Y) — f(mv y) = 321,‘2y + x,
2.
f: IR —> R
(z,y) —  flzy) = (z+y)e,
3.

f: IR — R
(w? y) — f(w’ y) = a3+ y3 + 12z2y,

2.2.1 Domaine de définition.

22

Le domaine de définition d’une fonction numérique de deux variables noté D¢ est I’ensemble

des couples (x, y) pour lesquels f(x, y) est bien définie cést a dire :

D; = {(z,y) € IR?/f(x,y) estdéfinie.}

Exemple 2.7.
1.
f: IR — R
_T~Y
(way) = f(way) = \/E s
Df:{(way)€R29 m>0}
2.
f: IR —> R
(x,y) +—=  f(z,y) = (z+y)In(z® + y?),
Dy = {(z,y) € R*/x* + y* # 0}
ou
D; = IR*\{(0,0)}
3.

f: R SR
w2_|_y2

(:I:, y) — f(xa y) = ma
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Dy = {(z,y) € R*/x* — y* # 0}
ou

Dy=R\{(y==x,y=—x)}

f: IR —> R
(iB, y) — f(ma y) =zyln \/Ea
D; = {(z,y) € R*/x > 0}

Remarque 2.1. Le domaine de définition diine fonction numérique de deux variables est le plan

IR? ou l'une de ses parties.

2.2.2 Graphique d’une fonction a deux variables.

Définition 2.10. Soir f une fonction définie sur A C IR?, c’est a dire,

f: ACIR? - R
(w’y) — z = .f(way)

On appelle Graphe de f et on le note G ¢ lénsemble
Gy = {(z,y,2) € RS? tel que, z = f(x,y)}

Remarque 2.2.

Le graphique d’une fonction numérique de deux variables est une partie de IR>.

Exemple 2.8.
1.
f: R —> R
(@y) = fley) =2+
D; = {(z,y,2) € R?, avec z=2x*+y?}
2.

f: IR — R
(z,y) =  flz,y) =z +vy,
Df:{(wvy’z)€R37 avec z =1z +y}

2.2.3 Courbes de niveau.

Définition 2.11. Soit f une fonction définie sur A C IR?, c’est a dire,

f: ACIR? - R
(way) = z = f(way)
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On appelle courbes de niveau f et on le note N (f) lénsemble

N(f) = {(:c,y) € A, tel que, f(may) = Ca}
Ol;t C est une constante.

Exemple 2.9.
Soit
f: IR =R

(zy) = flzy) =="+y*+1,
D; = {(z,y) € R?, avec 2’ +y*+1=c}
1. Sic < 1,alors N(f) =0,
2. Sic=1,alors N(f) = {(0,0)},
3. Sic > 1, alors N (f) ’ensemble des cercles de centre (0, 0) et de rayon v/c + 1.

2.3 Limites et continuité.

2.3.1 Limites d’une fonction de deux variables.

Définition 2.12. Soit f une fonction définie au voisinage du point Mo (xo, Yo) sauf peut-étre en
Mo (xo, Yo). On dit que le nombre l est la limite de f lorsque M (x,y) tend vers Mo (xo, Yo) et

on écrit lim g ) s (wo,y0) F (T, y) = U si et seulement si
Ve > 0, Ja>0 telque d(MaMO) <a= |f(way) - f(w09y0)| <e.
Remarque 2.3.

lim  f(w,y) = oo
(z,y)—(x0,Y0)

si et seulement si
VA >>0, Ja > 0 telque d(M,M,) < o = |f(z,y) — f(xo,y0)| > A

Exemple 2.10.
__ 1 _
I. lim(w,y)%(oyo) e 2142 — O-
2. lim (g 4)—(0,0)  sin(x? + y?) = 0.
3. lim(m,y)_“mo) emz-l-y? =1.

Proposition 2.1. Si la limite existe, alors elle est unique.
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Remarque 2.4. La limite de f lorsque M (x,y) tend vers Mo (xo, yo) ne doit pas dépendre du
chemin que parcourt le point x La limite de f lorsque M (x,y) tend vers My (xo, Yo) ne doit
pas dépendre du chemin que parcourt le point M (x,y) pour tendre vers le point Mg(xo, Yo)-

Par conséquent, des qu’une limite dépend du chemin elle n’existe pas.

Exemple 2.11. Sur le cheminy = x,

r+y—2 . 2x— 2
m — = lim =2
(z,y)—(0,0) x — 1 z—=0  — 1
Sur le chemin y = x2,
) T+y—2 ot x?—2
lim —=lim——— =2,
(zy)—(0,0) x — 1 z—=0 g —1

Remarque 2.5. Certes sur I’exemple précédent, on a trouvé deux chemins qui ont donné la méme
limite cependant ce n’est pas suffisant pour conclure I’existence de la limite car on ne peut pas
la calculer sur tous les chemins. Ainsi on s’accorde a utiliser la méthode des chemins plutét pour
montrer la non existence d’une limite. Plus explicitement, pour montrer la non existence d’une
limite, il suffit de trouver deux chemins sur lesquels on aura deux limites différentes. En effet
lorsqu’il s’agit d’étudier la limite en (0, 0), sur les chemins y = ax avec @ € R, des que la

limite dépend de o, on conclut qu’elle n’existe pas.
Exemple 2.12. On veut calculer

. z(r + y)
lim ———=.
(z,y)—(0,0) 2 + y?

Sur les chemins y = ax avec o € R,

a:(a:—l—y)_l_ (o + 1)x? a+1

lim = = .
x—0 2 + o2 1+ a2

i
(z,y)—(0,0) 2 + y?

. TY > .
Donc (m,yl)lg%o,o)—mz g2 1 existe pas.

o Calcul des limites en coordonnées polaires

On veut calculer  lim  f(a, y) en utilisant les coordonnées polaires, on pose :
(z,y)—(0,0)

x =rcosfety = rsinf.

Lorsque (z,y) — (0,0), » — 0% et O est un angle bien choisi.
Ainsi

li = 1 0).
(m,y)lgio’o)f(w,y) rggj(r, )

La limite existe si elle ne dépend pas de 6.
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Exemple 2.13. 1) On veut calculer en coordonnées polaires

. Ty
lim ———.
(z,y)—(0,0) 2 4 y2
On pose x = rcos B ety = rsin 6.
. TY . r2cosfsinf )
im ——— = lim—— = cosfsiné.
(zy)—(0,0)x? + y2  r—ot r2
Cette limite dépend de 0 donc elle n’existe pas.

2) On veut calculer en coordonnées polaires

2 +y—2
(zy)—(00) x—1

On pose x = rcosf ety = rsinb.

) 2 +y—2 . 7%2cos?20 4 rsinf — 2
lim — = lim = 2.
(zy)—(0,0) x—1 r—0+ rcosf —1

Remarque 2.6. On étudiera les limites lorsque (x,y) — (0, 0) et dans des situations différentes
c’est-a-dire quand (z,y) — (a,b) # (0, 0), on peut toujours ramener la limite au point (0, 0)

en effectuant un changement de variables.

Remarque 2.7. Les propriétés, le calcul, les opérations et les théoremes usuels des limites d’une

fonctions a une variable restent vrais pour les fonctions de deux variables.

2.3.2 Continuité d’une fonction de deux variables.

Définition 2.13. On dit quef est continue au point My (xo, Yo) appartenant a son domaine de

définition Dy si et seulement si lim  f(xz,y) = f(xo0,Yo).

(il!,y)-)(.’.l:o 5'.’!0)

Définition 2.14. On dit qu’elle est continue sur la partie A C R? si et seulement si elle est

continue en chaque point M € A on écrira alors f € C°(A) et on lit ” f est de classe C° sur
A7,

Exemple 2.14.

1) f(z,y) = =L est continue sur R*\{(0,0)}.

x24y?

2) Tout plynéme de deux variables est continu sur R2.
3) Soit f définie par :

2V si(x,y) # (0,0)
0 si (xz,y) = (0,0)

f(way) = {
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Montrons que f € C°(R?).
1l est clair que f est continu sur R\ {(0, 0)}. Etudions sa continuité au point (0, 0).

. 2 , .
Pour cela calculons  1im wf _:;2 en coordonnées polaires.
(z,y)—(0,0)

On pose x = rcos@ ety = rsin6.

) 2y . 13cos?20sinf ] g
lim —— = lim = lim r cos“0sinf = 0.
(z,y)—>(0,0)x2 + y?  r—0t r2 r—0+
lim 2’y — f(0,0), f est donc continue au point (0,0) et par conséquent f est

2 2
(z,y)—(0,0) 1Y
continu sur R2.

Remarque 2.8.
® Les propriétés et les théoremes usuels de la continuité d’une fonctions a une variable restent

vrais pour les fonctions de deux variables.

® Une fonction f continue sur une partie fermée bornée A C R? y atteint son maximum et son
minimum, c’est-a-dire :

AMi(z1,y1) € A/m = mAinf(az, y) = f(z1, 1),

IM;(x2,y2) € A/M = Il’ljin(iU, y) = f(x2,92)-

2.4 Dérivées partielles et différentielle d’une fonction de deux

variables.

Définition 2.15. On dit que f posséde une dérivée partielle par rapport a la variable x au point

J(zo+h,yo)—f(x0,y0)
h

Mo(xzo,yo) € Dy si et seulement si ’llirrtl) existe. La dérivée partielle par
%

rapport a la variable x au point Mg(xo, Yo) est notée g—i(wo, Yo) ou O f (o, Yo). De méme,
on dit que f posséde une dérivée partielle par rapport a la variable y au point Mo(xo,Yo) € Dy

si et seulement si lim f(""”y‘”th)L_f(mo’yo)
h—0

au point My (o, Yo) est notée g—i(a}o, Yo) ou Oy f(xo, Yo)-

existe. La dérivée partielle par rapport a la variable y

Remarque 2.9. La dérivée partielle par rapport a x notée % : R2 — R obtenue en dérivant f
par rapport a et en supposant y constante et de méme la dérivée partielle par rapport a y notée

of . 2 ) \
3_y : R — R obtenue en dérivant f par rapport ay et en supposant & constante.

Remarque 2.10.

® Si une fonction réelle d’une seule variable est dérivable en un point alors elle est continue en ce
point, dans le cas d’une fonction de plusieurs variables I’existence des dérivées partielles en un
point n’implique pas la continuité en ce point.

e Contre exemple.
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Soit f définie par,
L si (@) # (0,0)

flx,y) = { 0 si (xz,y) = (0,0)

On observe que f n’est pas continue a l’origine. En effet, on pose x = r cos @ ety = rsin 8.

) Ty . 1r2cos0sin@ ) 0 9
lim ——— = 1lim—————— = lim cos“0sinf = cos”“Osinb.
(z,y)—(0,0) % + y2  r—o0t r2 r—0+

La limite dépend de 0 d’oi f n’est pas continue au point (0, 0).
o o
Par ailleurs, —f((), 0) =0et —f(O, 0)=0
Ox oy

Exemple 2.15.
of of . 0
1) Calculer B et 9 de la fonction : f(x,y) = 42> + Txy? — 6y + 1.
r )

0
—f(m,y) = 12z* + Ty?
ox

et
7]
—f(w,y) = 1l4zy — 6.
oy

of of .
2) Calculer o et B de la fonction : f(x,y) = ylnx + e® sur (0, +00).
€ Yy

)
ey =Y ter
ox T

et

of

a—y(m, y) =Inx.

Définition 2.16. On dit que f est différentiable au point Mo(xo,Yyo) € Dy si et seulement si

%(wo, Yo) et g—i(wo, Yo) existent et sont continues. La différentielle de f au point Mo(xo, yo)
est notée df et df (o, Yyo) = g—i(mo, Yo)dx+ 2—5(9307 Yo)dy.

Exemple 2.16. Calculer %, % et la différentielle de la fonction : f(x,y) = e®~ ¥ + x3.

Ona of
——(x,y) = "~ 4 32
ox
et af
——(z,y) = —7e*7Y,
oy
d’oul

df (x,y) = (e* Y + 3z%)dx — Te® "Ydy.
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2.4.1 Dérivées partielles d’ordre supérieur d’une fonction de deux variables.

Définition 2.17.
® On dit que f est de classe C* sur la partie A C R? si et seulement si ses dérivées partielles g—i

et g—i sont continues sur A on écrira alors f € C*(A).

e On dit que f est de classe C? sur la partie A C R? si et seulement si ses dérivées partielles %
et ?J; sont de classe continues C* sur A on écrira alors f € C?*(A). De plus on a les dérivées

partielles du second ordre suivantes :

Bzf_aaf 82]"_88]" 82f_38f f_aaf
oz 8&2(8:1:)’ @ By(ay)’ dxdy Bw(ay) Oyox ay(a)

Exemple 2.17.

Calculer les dérivées partielles du second ordre de la fonction :

f(z,y) = e* + 22y’

Ona
o
_f(w’ y) =e” + 653
,et 8f
—(w y) = 4z’y.
Et par suite
0% f
o (T Y) = e + 12297,
o%f
W(ma y) = 4a°,
Yy
0*f 5
9yd (z,y) = 12z7y,
et
0% f

—— (=, y) = 122°%y.
amay(wy) x’y

Théoréme 2.1. Soit f une fonction définie sur A C R2. Supposons que f € C?(A), alors, les

dérivées partielles du second ordre mixtes sont égales c’est-a-dire :

o1 () = 8f(acy)

pour tout (x,y) € A.
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Exemple 2.18. Vérifier que les dérivées partielles du second ordre mixtes de la fonction : f(x,y) =
mwfz sont égales sur R*\{x = 0}.

En effet on a sur R*\{x = 0} :

of z? —2zx(x +y?) —x®— 2zy?
a_(w’ y) = 4 = 1
T T T
et
of 2y
8—(ﬂ3ay) =3
Y T
Et par suite :
o%f (@) —4y
T
ayox Y 5
et
9% f —4y
(w’ y) - 3
0x 0y T

2.4.2 Développement limité d’ordre deux d’une fonction de deux variables.

Théoréme 2.2. Soit f une fonction définie sur A C R? et f € C?(A). Alors pour tout point
(zosyo) € Aet (h,k) € R?:

d o
f(xo+ h,yo+ k) = Ff(xo,yo)+ [ha—f(wm Yo) + k—f(wm Yo)
T Jy

1 o*f o*f o*f

— |n? : 2hk : k22 (o,
—|-2 [ Gy (o, Yo) + 92y (To, Yo) + 9y (To, Yo)
+o(h? + K?),

o o(h? + k?)
(h;k)—(0,0)

2.5 Extremum local d’une fonction de deux variables

Soient f une fonction définie sur A C R?, f € C?(A) et (xg,yo) € A. Alors

1) Le point (xg, Yyo) est un point critique de f si et seulement si

0 0
—f($07yo) =0 et —f(iBano) = 0.
Ox Oy

2) Le point critique (@q, Yo ) réalise un maximum local de f si
62 f 82 f [ 82 f 2

2
o°f
@(@'0, yo)a—y2(flfo, Yo) — am—ay(%ayo)} > Oet @(azg, Yo) < 0.

3) Le point critique (g, Yo) réalise un minimum local de f si
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2
o*f

(330,?/0)} > 0et —(@o,Yo) > 0.

ox

o () g o) — [T
92 05 Yo By 05 Yo oy

4) Le point critique (xg, yo) ne réalise ni minimum local ni maximum local de f si

82f 62f r 82f 142

@(wm yo)a—yz(fﬂo, yo) - _am—ay(iBano)_ < 0.
5) Si

9 f 0% f [ 9%f 1’

- 5 ’ o 5 ’ — |7 5 ’ = 09

022 (Zo, Yo) dy? (Zo, Yo) | 9xdy (zo ’yo)_

on ne peut rien conclure

Exemple 2.19. Trouver les points critiques de f(x,y) = 3 + 3xy — y> puis déterminer leur
nature.

® Les points critiques de f

5l(z,y) =32 +3y =0
%(m,y) = 3z — 3y? = 0.

Les points critiques sont : (0,0) et (1, —1).
Ona: o2 o2 o2
’ = 6, ’ = —6 t ’ = 3.
5p2 (1Y) =6z oy (z,y) ye Bway(w Y)

Pour le point critique (0,0), on a :

02 0? 02
—f(0,0) =0, —f(O, 0) =0, —f(0,0) = 3.
ox? oy? Ordy
Donc
9% f 9% f 9% f 2
0,0 0,0) — 0,0 = —9.

On conclut que le point (0, 0) ne réalise ni minimum ni maximum pour la fonction f(x,y).

Pour le point critique (1, —1), on a :

0? 0? 0?
—f(1, —1) =6, —f(1, —1) = 6, —f(l, —1) = 3.
Ox? Oy? Oxdy
Donc
d? d? d? g
S - L) = [ ] =
ox? oy? Oxdy
et 821-’
1,—1) = 6 > 0.
9z ) >

On conclut que le point (1, —1) réalise un minimum de la fonction f(x,y).



2.6 Exercices

Exercice 2.1. Calculer les limites suivantes quand elles existent :
(1]

3
lim —.
(z,9)—(0,0) y
(2]
. r+ 2y
lim ———.
(z:y)—(0,0) 2 — y2
®
lim a2Y.
(z,9)—(0,0)
(4]
lim «ln(xz? + y?).
(z,y)—(0,0) ( y)
(1)

1
lim e=?+2,
(z,9)—(0,0)

Exercice 2.2.

Calculer les limites suivantes quand elles existent :

x? — y? x? — g2
O Ilim ——. ® lim xzy——.
(z,y)—(0,0) 33; + yz (z,y)—(0,0) i x? %g y?
x® — T
® Iim - Y. @ lim Y
(z,y)—(0,0) x? + y2 (z,y)—(0,0) x? + y2
® lim 7 _ ® I z’y®
2 2° llm ﬁ.
(z,y)—(0,0) —|— Y (z,y)—(0,0) 2 + y
. sinx . sinx
@ lim Y ® lim — Y.
(z,y)—(0,0) xe + y (z,y)—(0,0) :B2 + Yy
1 — 2 2 x~ sin
® lim cosvr ty ® lim = °0Y
(z,y)—(0,0) x? + y? (z,y)—(0,0) 2 + y

Exercice 2.3.
Calculer les limites suivantes quand elles existent :

) sin 22 + sin 2zy + sin y2 ) sin x siny
O lim . 0 lim @ —.
(z,y)—(0,0) Va2 + y? (2,9)—(0,0) tg /a2 + y2
. x® 4 y* . sin 2 siny
® lim — . ® Ilm ————.
(z,y)—(0,0) sin” (2% 4 y?) (2,9)—(0,0) 2 4+ sh®y
i T
& lim Ty sin ¢y . ® lim Yy .
(x,y)—(0,0) sh 2 + sh? y (@y)—(0,0) /2 + y2
sinx th 4 _ .4
@ lim Y © Ty

. lim .
(2,9)—(0,0) /a2 4 y2 (z,y)—(0,0) sin (x2 + y?)

© i 5 gsin (z® — y?) © sin (z? + y?) + x?siny
im = . im
(z,y)—(0,0) y tg (2 + y?) (2,9)—(0,0) sh (z2 + y?)
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Exercice 2.4.
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Calculer les limites suivantes quand elles existent :

zitg xy

1 i .
(w’y)]il%o’o) w2 + y2

lim

Arctg 2 (x? + y?) + x?siny

(2,y)—(0,0) sin (22 + y?)

In /1 + 2% + y?
I n +w+y.

im
(z,y)—(0,0)  sh (x2 4+ y?)
1
o Vit
lim ———.
(z,y)—(0,0) a2 + y?

9] lim

xy In (a:2 + y2).

(,y)—(0,0)
;s In(1+2? +y?) +y*In (2 + y?)
1m

(,y)—(0,0) x? + y?

Exercice 2.5.

Etudié la continuité des fonctions suivantes :

1—cos 4/ |zy|

si 0
of(m,y): Y Ty7é0
siy = 0.
they iy £ 0
gf(way): Y
0 siy=20

® Soit f : R? — R la fonction définie
par

Ye 2z six #0
f(:l:, y) =47 .
siz =20
Calculer lim  f(x,y).

(z,y)—(0,1)

Sigﬂ sizy #0
0 f(x,y) = Y

1 sixy = 0.

: r?tgy
11m _—
(z,y)—(0,0) 2 4 y2

2
lim 7 ghy?

im
(z,y)—(0,0) 2 4 y*

ln\/l—l—\/w2—|—(y—1)4
sin \/1a:2—|—(y— )4

e =2+y?

lim
(x,y)—(0,1)

li .
(m,y)lff%o,m sin \/Wyz

1tadty? >

oo (s

(@,9)—(0,0) sin (2 4 y2?)’

o @yt +sin2(@® +y%)
(,y)—(0,0) (z8 + y°)

X In (1 + (a:2 — y2)2 + :I;2y2>.
Calculer lim, ,)_,(0,0) f(x, y) pour les
fonctions f : R? — R définies par.

sin xy si y # 0
) f(a:, y) — Arctgy

0 siy =0.
1

e =% sixzy #0

1
O f(x,y) ="
0 sixzy = 0.
® Soit f : R? — R la fonction définie
par
siz #0

f(wa y) - .
sizx =0
Calculer lim, ), (0,0) f(, ¥).

Calculer lim  f(x,y) pour les
(x,y)—(0,0)
fonctions f : R? — R définies par.

sin xy .
shxshy Sty # 0

G)f(ac,y): . 0
sizy = 0.
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Exercice 2.6. Etudié la continuité des fonctions suivantes :

0 f(@y)={ "
0 sixzy = 0.
= th(zy?) siy#0
G)f(a:,y): i .
siy=20
zyln |2| sizy #0
@f(may): v
0 sixy = 0.

0 Soit f : R?\{(0,0)} — R la fonction
définie par
2y
f(z,y) = R
1) Montrer que pour tout « € R :
%1_1()1(1) f(t,at) = 0.

2) Peut-on en déduire que

4

(m,yl)iE:%O,O) f(xz,y) existe?

Etudier la continuité des fonctions f :
R2 — R définies par.

® Soient a1, s, G1, B2 et v cing
constantes positives et f : R> — Rla

fonction définie par

f(wa y) =
[z|*1|y|>2 .
0 si (xz,y) = 0.

Montrer que f continue en
(0,0) <= 5+ 32 > ~.

Exercice 2.7.

@ Comment faut-il choisir la fonction

g : R — R de sorte que la fonction

f : R?2 — R définie par

in(1+532) siy#0

g9(x)
soit continue aux points (a, 0) ?

<

f(way) =
siy =0.

(2}
y + - Arctg (2%y) siy #0
f(wvy) = Y .
siy=0.
® f(z,y) =
3 2xy
dt si 0,0
| it g et S@w) # 00
0 si (z,y) = (0,0).
xehrrtes  six £0
(6 f(wv y) =
siz = 0.

® Soit £ = {(z,y) € R? : = > y}
uU{(0,0)}. Montrer qu’il n’existe
aucun nombre réel o pour lequel la

fonction f : E — R définie par

f(way)lz
e ht
— SIT >y
Ve —y
a sizx =y = 0.

est continue en (0, 0).

@ Comment faut-il choisir la fonction
g : R — R de sorte que la fonction
f : R? — R définie par

flx,y) = yH Sty 70
g(x) siy=0,

soit continue aux points (a, 0) ?

® Comment faut-il choisir la fonction
g : R — R de sorte que la fonction
f : R? — R définie par

xre® —ye¥ .

==, SizFy
F(z,y) = v .

g(x) siz = y.

soit continue aux points (a,a)?



® Comment faut-il choisir la fonction
g :]0, 1[— R de sorte que la fonction
f:0,1[x] — 7, w[— R définie par
f(z,y) =

yeotg(yya) siz €)0,1]
ety €] — m,0[U]0, 7|
g(x) siz €]0,1[ety = 0,

soit continue aux points (a, 0) avec
0<a<1?

® Soit f : R? — R la fonction définie par
2tz Si(z,y) #(0,0)

f(z,y) =
si (CI), y) = (Oa O)

1) Montrer que
lim (131 f(z, y))

x—0

= lim (lim f(a:,y)) =0.

y—0 \z—0
2) Peut-on en déduire que
lim x =07
(,y)—(0,0) F(@,y)

@ Soit f : R? — R la fonction définie par
F(z,y) = zv(y) + yv(x) ot v(t) = 1si
t est rationnel et 0 si ¢ est irrationnel.

Montrer que

lim x =0
(m,y)»(o,o)f( Y) ’

et que
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O Soit f : R?> — R la fonction définie par
f(z,y) =
S si(2,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
1) Montrer que
lim (zlll_ff(l) f (=, y))

x—0
= lim (:}g% f (=, y)) = 0.
2) Peut-on en déduire que

lim T = 07?7
(2,y)—>(0,0) ACE)

® Soit f : R?> — R la fonction définie par
.f(ma y) =

(zc—l-y)zcos%cosi sizy # 0

0 sizy =0
Montrer que
ii_% (limy_o f(x,y))
et
limy—m (1imm—>0 f(ma y)) ’
n’existent pas, mais que

lim f(xz,y) =0.

(=,y)—(0,0)

® Montrer que
1

R 2
lim 2xye” * Ydx
y—+oo /g

1
;é/ ( lim chye_wzy) dx.
0 y——+oo

}:1% (limy—m f(wv y)) et limy—>0 (lim:c—m f(CU, y)) ’

n’existent pas.

Exercice 2.8.

O Soit f : R?2 — R la fonction définie
par
si (z,y) # (0,0)

si (z,y) = (0,0).
Montrer que V f(0,0) = 0 mais que la

zy
z24y?

f(way) =

fonction f n’est pas continue en (0, 0).

® Soit f : R? — R la fonction définie

par

== siy#0
x = Y
f(z,y) {0 Siy =0

Montrer que V £(0,0) = 0 mais que la

fonction f n’est pas continue en (0, 0).



® Soit f : R? — R la fonction définie
par

2242 .
\/@2—172)3 si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0).
Montrer que V f(0,0) = 0 mais que la

f(z,y) =

fonction % : R2 — R n’est pas continue
en (0,0).

® Soit f : R? — R la fonction définie
par

f(z,y) =

w2sini—|—y2sini sizy #0
wzsini siz #£0,y=0
yzsin% siz =0,y #0
0 sizr=y=20

\
Montrer que les deux fonctions
a2y  9%f
dxdy’ dydx ) )

(0, 0) mais que %(0, 0) et g—y’;(o, 0)

n’existent pas.

: R? — R sont continues en

@ Soit f : R? — R la fonction définie
par

f(xz,y) = e !sinzy.
Donner I’équation du plan tangent a la

surface z = f(x,y) au point (1, Z).

® Soit f : B((0,0),2) — R la fonction
définie par

F(z,y) = V4 —x? — 2.
Donner I’équation du plan tangent a la

surface z = f(«, y) au point (1, 0).

Exercice 2.9.

O Trouver une fonction homogene f :
R% — R de degré 2 qui n’est pas

continue.
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O Soit f : R? — R la fonction définie

par

my3 .
fay) = | mre S @) #(0.0)
si (x = .
0 i(z,y) (0,0)
Montrer que
2 2
s (0,0) # 21(0,0).

® Soit f : R? — R la fonction définie
par
f(ma y) =
wyIn(|z| + |y[) si(z,y) # (0,0)
0 si (:12, y) = (07 0)
Montrer que f est de classe C.

® Soit f : R? — R la fonction définie

par

f(z,y) = zy + In Y1 + x2 + 2y*
Donner I’équation du plan tangent a la
surface z = f(«x, y) au point (1, 0).
@ Soit f : R? — R la fonction définie
par
flz,y) =

cos (2 4+ y) + sin(x + y) + e*’v,
Donner I’équation du plan tangent a la

surface z = f(x,y) au point (0, Z).

® Soit f : {(xz,y) e R?*: 2 >0} - R
une fonction homogene de degré « telle
que

f(1,0) = 0. Montrer que pour tout
a>0:2(a,0)=0.
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® Soit la fonction f : R?2 — R définie @ Montrer que (0, 0) est un point
par stationnaire de la fonction f : R? — R
143 P
flz,y) = / (ch(zyt®) + sin(3:cyt2))dt.deﬁme par 2
1
Donner I’équation du plan tangent a la f(z,y) = / ) ch (yt2 + ZB) dt.
surface z = f(x,y) au point (2, 0). Etudier sa nature.

® Soit f : R} X R} — Rlafonction

® Montrer que (0, 0) est un point
définie par

stationnaire de la fonction f : R2 — R x
dé finie par flz,y) = / In (z” sin® ¢t + y® cos? t) dt.
f(z,y) = 10z cos y 1) Montrer q(:le pour tout x,y > 0:
2 T T
+ ’ In /2 + 24 + cos(ty)dt. V,f(?’ y) = <“3_+y’ m> )
) 22 2) En déduire que pour tout z,y > 0:
Etudier sa nature. f(z,y) = wln ( % ) .

® Soit f : R? — R la fonction définie
par

f(xz,y) = —x2 + 22y + e®1¥ cos x°.
Trouver son polynome de Taylor d’ordre
2 autour de (0, 0).

@ La profondeur d’un cratere d’un

@ Soit f : R — R la fonction définie
par
f(z,y) = zy® + In /1 + x4 + 292.

Calculer 2£(1,1) avec v = (3, 2).

©® La hauteur d’une montagne en chacun .

. 3 . volcan en chacun de ses points P est

de ses points P est donnée par la fonction
h(z,y) = 3000 — 2z — y?,

ou (x, y) sont les coordonnées de la

donnée par la fonction

p(xz,y) = —500 + z*y? + In (1 + 4x2 + 5y2) ,

o . ou (x, y) sont les coordonnées de la
projection du point P sur le plan de base L .
. . B} projection du point P sur le plan de base
muni d’un repere orthonormé dont I’axe . . ,
. L muni d’un repére orthonormé dont I’axe
Ox désigne la direction est et ’axe Oy la . L
L Ox désigne la direction est et ’axe Oy la
direction nord. L
L. direction nord.
1) Dire si I’on commence par monter ou ..
] 1) Dire si I’on commence par monter ou
par descendre lorsque I’on se déplace

depuis le point Q = (30, —2) dans la
direction sud-ouest.

par descendre lorsque I’on se déplace
depuis le point Q = (1, 2) dans la

. .. direction nord-ouest.
2) Au point @), dans quelle direction la . L
. 2) Au point @, dans quelle direction la
pente est-elle la plus raide ? .
. L pente est-elle la plus raide ?
3) Au point @, dans quelle direction la . L.
3) Au point ), dans quelle direction la
pente est-elle nulle ?
pente est-elle nulle ?

Exercice 2.10.



O Soient g, h : R? — R deux fonctions de

classe C! telles que pour tout (x,y) € R? :
89
(:B, y) = Oz (ZB, y)'

1) Trouver toutes les fonctions f : R2 — R
de classe C? qui vérifient pour tout
(x,y) € R*:
Vi(z,xz) = (9(x,y), h(z,y)).
2) L’existence des fonctions f est-elle liée a

la condition imposée a g et h ?

® Soient a, b € R*. En effectuant le
changement de variables u = bx + ay et
v = bx — ay, trouver toutes les fonctions
f : R2 — R de classe C! qui vérifient

I’équation aux dérivées partielles
af of
9 T Y) T b (w y) = 0.

(5] Trouver toutes les fonctlons f:
R* X R — R de classe C' qui vérifient
l’équation aux dérivées partielles

L(@y) +ygl(z,y) = 0.
Verlﬁer que les solutlons sont homogenes de
degré 0.
@ Trouver toutes les fonctions g : R — R et
h : RY — R de classe C! de sorte que la
fonction f : R X R — R définie par
Fay) = g () + i)
soit solution de I’équation aux dérivées

partielles

o
s (@ Y) + Y5 (@,y) = ———.

© Soit £ = {(u,v) € R? : u + v > 0}.
Trouver toutes les fonctions f : R}, — Rde
classe C* telles que pour tout (z,y) € E :

Sy

=In(1+ = + y)*.
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® Trouver toutes les fonctions f : R? — R
de classe C! qui satisfont pour tout
(z,y) € R?

of

—(x,y) = 3y* — y® + 2z Arctgz,
€T
et
Bf 2y
— (=, = 6x 3xy? .
( y) = bxy — 3zy” + o T

O Soit a € R. Trouver toutes les fonctions
f :RL X R — R de classe C' qui vérifient

I’équation aux dérivées partielles

az%(m,y) — yai(w y) = af(x,y).

® En effectuant le changement de variables
u=x — yetv = x + y, trouver toutes les
fonctions f : R? — R de classe C* qui

vérifient I’équation aux dérivées partielles

%(CE, y) = g—i(fﬂ, Y)-

® Trouver toutes les fonctions g, h :
RY — R de classe C! de sorte que la
fonction f : R} X R} — R définie par
f(z,y) = g(zy) + h (¥)
soit solution de I’équation aux dérivées
partielles
z9(z,y) — y3L(x,y) = In 2.
® Trouver toutes les fonctions g : R}, — R
de classe C? de sorte que la fonction
J : R X R — R définie par

f(z,y) = z%g(y),
soit solution de I’équation aux dérivées
partielles

2 82

2zcy ln Y.

(wvy) =
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Exercice 2.11.
O Trouver toutes les fonctions g,h : R — R de classe C? de sorte que la fonction
J : R X R — R définie par

xr

Yy
few =g (2) +ne),
soit solution de I’équation aux dérivées partielles

o*f o*f J
B_yz(w’ y) + wamay(w, y) = ol

Yy

® Trouver toutes les fonctions f : R? — R de classe C? qui sont solutions de I’équation aux
dérivées partielles
0% f
Oxdy
® Trouver toutes les fonctions g : R — R de classe C? de sorte que la fonction f : R X RY —

B
(xz,y) — 4w38—£(w, y) = 0.

R définie par
f(z,y) = y’g(),
soit solution de I’équation aux dérivées partielles

2 2

927 (x,y) + Y 9u0y

°f
+ yza—yz(w, y) = y° sin 5.

(z,y)

® Trouver toutes les fonctions g : R} — R de classe C? de sorte que la fonction f :
R7 X R} — R définie par

f(z,y) = ig(wy)
soit solution de I’équation aux dérivées partielles

2

:c2—(:13, y) - (wa y)

ox Ox 0y
= —zf(z,y) + =y

® Soit A > 0. En effectuant le changement de variables u = Ax + yetv = —Ax + vy,
trouver toutes les fonctions f : R? — R de classe C? qui vérifient ’équation d’onde
o f o f

® Soient a, b et c trois constantes vérifiant a # 0 et b> — ac > 0. En posant

—b+ VBT —ac
9

a

o =
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et
—b — v/b?> —ac
/6 = ’
a
et en effectuant le changement de variables u = ax + y et v = Bx + y, trouver toutes les

fonctions f : R2 — R de classe C? qui sont solutions de I’équation aux dérivées partielles

2

f o
—(x, 2b
aamz (@, )+ Oxdy

2

o°f
+ Ca—yz(% y) =0.

2

(x,y)

© En effectuant le changement de variables u = = et v = ¥, trouver toutes les fonctions

J :RL X R — Rdeclasse C?2 qui sont solution de I’équation aux dérivées partielles

2 2

(x,y)+2xy

2
¥ ox? Oxdy (@, y)
2

o°f
+ yza_y2($a y) = 0.

® Soit f : R X R — R une fonction de classe C2, homogene de degré .
1) Montrer que pour tout (x,y) € E :

2 2

2
2

82
+ y28—;;(w,y) = a(a—1)f(x,y)-

(z,9)

2) Trouver toutes les fonctions f : R* X R — R de classe C2, homogenes de degré 0.
3) Trouver toutes les fonctions f : R% X R — R de classe C2, homogenes de degré 1.
© Trouver les deux fonctions g, h : R — R de classe C? qui vérifient les conditions initiales
g(0) = h(0) = 1,¢’(0) = h'(0) = O et g”(0) = 1 et telles que la fonction f : R*> — R
définie par f(x,y) = g(x)h(y) est harmonique.
® Trouver deux fonctions g : R, — Reth : R — Rde classe C?2 qui vérifient les conditions
initiales

g(1) = h(0) =0Oetg(e) =h(1) =1
et telles que la fonction f : R} X R — R définie par f(z,y) = g(z)h(y) est solution de

I’équation aux dérivées partielles

82 f 19f
@(l‘a y) + ;%(may)
1 92f
+ ;3y2(w’y) =0

Exercice 2.12.



O (Laplacien en coordonnées polaires)

Soient f : R? — R une fonction de classe

C? et g : R? — R la fonction définie par
g(r,0) = f(x =rcosf,y = rsinb).

Vérifier que pour tout (r,0) € R* X R:
82
Af(rcos@,rsinf) = —g(r, 0)
or?
19g 1 8%g
2. 0) + —
+ rar(r’ )+ r2 002
® Montrer que I’équation

(r,0).

az2+26y+sinmy—2:0,

définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 0.
Montrer que la fonction ¢ admet un
maximum local en 0.

® Montrer que I’équation
1-— y2 + $2yey =0,

définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 1.
Montrer que la fonction ¢ admet un

minimum local en O.

@ Montrer que I’équation
x? — 2x — Yy — cos7‘ry2 + ln-i_iyz1 + -1 — o0,
définit au voisinage du point 1 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(1) = 1.

Montrer que la fonction ¢ admet un

maximum local en 1.
©® Montrer que I’équation

lnw+e%=1

définit au voisinage du point 1 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(1) = 0.
Donner I’équation de la tangente a la
courbe y = ¢(x) en 1.
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® En utilisant I’exercice précédent, trouver
les deux fonctions f; : R}, — Ret
™

f2:] — 5, 5[~ Rdeclasse C? de sorte que

la fonction f : R} X R — R définie par

.f(ma y) = fl (\/ x? + y2>+.f2 (ArCtg%> ’

soit harmonique.

® Montrer que I’équation
eV +y —x—2=0,

définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 1.
Montrer que la fonction ¢ admet un
maximum local en 0.

® Montrer que I’équation
3+ 9y — 2y —1=0,

définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 1.
Montrer que la fonction ¢ admet un
minimum local en 0.

® Montrer que I’équation
2 . 3
cos(w —|—y)—i—sm(w—|—y)—|—e v =2,

définit au voisinage du point 0 une fonction
implicite y = ¢(x) telle que ¢(0) = 7.
Montrer que la fonction ¢ admet un
maximum local en 0.

{ Soinet A un ouvert, (a,b) € A avec
a#0etf: A— R unefonction de classe

C1, homogene de degré o telle que
o
f(a,b) =0et —f(a, b) # 0.
dy

Donner explicitement la fonction implicite
y = ¢(x) que f définit au voisinage du
point a et qui vérifie ¢(a) = b.
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Exercice 2.13. Déterminer les extrémums locaux des fonction suivantes :

0 f(z,y) = e=* v 2, © f(z,y) = z* +y* — e*Hv.

O f(x = 12zy — z%y — zy>.
© f(z.y) = o — 3 + oy’ f( ,-y) Y y—ay
Le maximum local obtenu est-il global ?

(5) ® f(r,y) =y*+ycosz —sinx — 2.
f(z,y) = x*> + xsiny — ; cosy + 5. Montrer que (wle)iélw f(z,y) = —3.
O f(x,y) = cos(x + y) + siny. O f(z,y) = (22 + y?) e~ =+v),

© f(z,y) = ye (1Y),

O f(x = (x + e_(wz"'yz).
F@y) = ( v) Le maximum local obtenu est-il global ?

Exercice 2.14. Déterminer les extrémums locaux des fonction suivantes :

1] f(z,y) =  + y? — sh(z + y). 2] f(z,y) = +y — sh(z + y).
f(way) =

In (1 + x2 4+ y2)* — (x — 1)% — y2
Le maximum local obtenu est-il global ?

f(z,y) = 16e™¥ + 1622 + y>.

Méme question pour le minimum.

f(z,y) = e +cos(z+y)+sin(z+y).
flz,y) = —xy — e ™¥ + cosx.

9] f(@,y) =2y + 1 -1,

avecz,y > 0.

f(z,y) =1+622-3(1 — (z —y)?)"

(6] f(z,y) = 22° + (v — y)* — 6y.

f(z,y) = 2* + 2wy + y* + Arctg zy.

f(z,y) =’y —x —y).

Exercice 2.15.
O Soit A > 0. Etudier, en fonction de )\, la nature des points stationnaires de la fonction
f : R? — R définie par

f(z,y) = e™ + 2 + Ay®.

Pour A > 1, montrer que

f(0,0) = (mr,;l)iélR2 f(z,y).

® Soit o € R. Montrer que la fonction f : R? — R définie par

1
1—|—a2m2+y2’

f(z,y) = x* + 2y + y* —

posséde un minimum local en (0, 0).
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Trouver les extrema locaux des fonctions f : R? — R définies par.
® f(z,y) = (x + y) + sin(z + y) + cos(z + y).
@ f(z,y) = ‘2 x? + y? — (x* + y2)‘-
® Soient E un ouvert, (a,b) € E et f : E — R une fonction de classe C? admettant un
maximum local en (a, b). Montrer que pour tout couple (u,v) € R? :

u? gjf; (aa b) + 2uv 3?,325:,! (aa b) + v? 22£ (aa b) <O0.

® Trouver les extrema de la fonction f : [0, 1] X [0, 1] — R définie par

ry
T,Y) = .
F@,y) 1+ 3x2 + y?
@ Trouver les extrema de la fonction f : [—2,0] X [0,1] — R définie par

flz,y) =2 —xzy+y>+ 3z — 2y + 1.

™

© Trouver les extrema de la fonction f : [0, 2] x [0, 2] — R définie par

f(x,y) =sinzx + siny + sin(x + y).

® Soit E = {(x,y) € R? : |z| < Z,|y| < cosz}. Trouver les extrema de la fonction
f : E — R définie par

f(x,y) = y*> +ycosx —sinx — 2.

Exercice 2.16.
@ Soit E = {(x,y) € R? : |z| + |y| < 27} . Trouver les extrema de la fonction f :
E — R définie par

f(z,y) = sin(z — y) + cos(z + y).

® Trouver les extrema de la fonction f : R? — R définie par

f(x,y) = cosx + cosy + sin(x + y).

Trouver le minimum des fonctions f : R?2 — R définies par.
®f(z,y)=1—-—z+y)’+A+z+y)?+(2+2z+y)%

0 f(z,y) =2* +y* + (z +y — 2)%

® f(z,y) = |z + |yl + |z +y — 2|

® Soient A = (7,1),B = (x, —x),C = (y,y) et D = (8,4). Minimiser la somme des
distancesde A a B,de BaC etde C a D.

0 Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = (y — z?) (y — 22?) 1) Montrer
que pour tout o € R, la fonction g, : R — R définie par g,(x) = f(x, ax) admet un

minimum local en 0.
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2) Peut-on en déduire que la fonction f admet un minimum local en (0, 0) ?
® Soit E = {(xz,y) € R? : x? — y? = 25}. Trouver le minimum de la fonction f : E — R
définie par f(z,y) = > + y> + =y.
© Trouver les extrema de la fonction f : B((0,0),1) — R définie par
rT+y

T,y = —— .
O Soit £ = {(xz,y) € R? : 4 < z?+y? < 9,0 < x < y}. Trouver les extrema de la
fonction f : E — R définie par

y2

:B—i—y.

f(z,y) =

n

Exercice 2.17.
Soit f : B((0,0),2) — R la fonction définie par

. . 1
flx,y) = %1_{1%(005 tx + ysintx)

1) Montrer que f(x,y) = e™V.
2) Trouver les extrema de la fonction f.
Trouver les extrema de la fonction f : B((2,0),2) — R définie par

flz,y) = ‘2\/«%2 +y? — (2® + y?)|.

Soit E = {(z,y) € R? : 2 + 4y? — 4z < 0}. Trouver les extrema de la fonction
f : E — R définie par

f(z,y) =1n(1+m—y)+e‘ﬁ

Trouver les extrema de la fonction f :]0, +o00[%]0, +0o[— R définie par

f(z,y) = zy(x — y)

sous la condition x + y = 8.
Trouver les extrema de la fonction f : [0, w] X [0, 7] — R définie par

f(x,y) = cos® xsin® y + sin® x cos® y

sous la condition sin z siny = .
6] f(z,y) = z+2y. [7]|f(z,y) = 22—y +ay.[8]f(z,y) = 42+ (z—y)?—4zy+1.
@f(:v, y) = z(14+y)+In \/2 + x2 4+ y2. Mf(a:,y) = Arctg (x® + y® + x2? + y* + 1).

f(:r;, y) =In /2 + z* + y4. Mf(w,y) = Arctg xy.




Exercice 2.18.

0 Soit E = {(z,y) € R?:
x? + 2y? 4+ 2z — 1 < 0}.
Trouver les extrema de la fonction
f : E — R définie par
fz,y) = —xz+y+2.
® Soit £ = {(z,y) € R?:
x? + 2y? < 4}.
Trouver les extrema de la fonction
f : E — R définie par
f(z,y) = 2 + zy + 2y°.
® Trouver le minimum de la fonction
f : R? — R définie par
f(z,y) = z* + 6y°
sous la condition 2 + 3v/2zy > 1.
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@ Soit £ = {(x,y) € R?:
9z% + (y — 1)2 < 1}.
Trouver les extrema de la fonction
f : E — R définie par
f(z,y) = 32* + y>.
® Soit E = {(x,y) € R?:
=+ < 1}.
Trouver les extrema de la fonction
f : E — R définie par
flz,y) =z +x* +y°
® Trouver les extrema de la fonction
f:R2—>R déﬁnieypar

f(xz,y) :/ te V' dt

€T
o e 2 2
sous la condition e*” + e¥" = 8.
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3.1 Introduction

Nous avons vu au préalable plus exactement lorsqu’il s’agissait d’intégrales définies que la

condition nécessaire et suffisante pour assurer la convergence de f (x)dx est que la fonction

a
f(x) soit continue sur le segment fermé borné [a, b] . Dés que ce segment s’ouvre d’un cdté ou

de I’autre ou des deux cOtés on aura alors affaire a une intégrale impropre ou généralisée.
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3.2 Intégrale impropre sur un semi-ouvert a droite

Définition 3.1. Soit la fonction continue sur l'intervalle semi-ouvert a droite [a,b[,a € R,b €

b
R U {400}, on dit alors que I’intégrale / f(x)dx est impropre en b.

b
Théoreme 3.1. L’intégrale impropre / f(x)dx (impropre en b) est convergente si pour tout

A
A € ]a,b[, lim / f(x)dx existe et est finie.
A—b— Jq

+o0
Exemple 3.1. /) Etudier la nature de l'intégrale : e P*dx avecp > 0.

Cette intégrale est impropre en +00. Soit A > 0,

A e~ PT A
lim e P’de = lim {— }
A—>+4o0 Jg A—>+o0 D 0

. e P 1 1
= lim — + - = —.
A—r+oo b p b

+o0 Foo 1
Donc/ e P*dx converge et/ e PPdx = —.
0 0 p

T

dx.
et —e
Cette intégrale est impropre en 1. Soit 0 < A < 1,

2) Etudier la nature de I’intégrale /

lim dr = lim [ln |e>‘ — eHg‘
A—1— Jo e — e A—r1—

= —O.

1 e®
Donc / dx diverge.
o et —e
“+o0
3) Etudier la nature de l’intégrale : cos xdzx.

1
Cette intégrale est impropre en +o00. Soit A > 1,

A

. . . A
lim coszdr = lim [sinz]]
A—>+o00 1 A—>+oco

= lim sin —sinl.

A—>r o0

—+oo
Cette limite n’existe pas donc / cos xdx diverge.
1

3.3 Intégrale impropre sur un semi-ouvert a gauche

Définition 3.2. Soit la fonction continue sur ’intervalle semi-ouvert a droite la,b] , b € R,a €

b
R U {—o0}, on dit alors que I’intégrale / f(x)dx est impropre en a.



48

b
Théoreme 3.2. L’intégrale impropre / f(x)dx (impropre en a) est convergente si pour tout

A€ la,b[,limy__,,+ f; f(x)dzx existe et est finie.

2
1
Exemple 3.2. 1) Etudier la nature de l’intégrale : / dx.
1 — &L
Cette intégrale est impropre en 1. Soit 1 < A < 2,
. ! . 2
lim der = — lim [In|1 — z|]}
A—1t Jy 1 —x A—s1t
= —oo0.
2 1
Donc / dx diverge.
1 1—=x
11
2) Etudier la nature de ’intégrale : —dx.
0 T2
Cette intégrale est impropre en 0. Soit 0 < A < 1,
im —dxr = im T
A——0+ Jy a3 A—0+ A
= 2.
1 1 1
Donc —dx converge et —dxr = 2.
A T2 A T2

3.4 Intégrale impropre sur un ouvert

Définition 3.3. Soit la fonction continue sur l'intervalle ouvert a droite et a gauche la,b[,a €

b
RU{—o0},b € RU {+oc}, ondit alors que I’intégrale / f(x)dx est impropre en a et b.

b
Théoreme 3.3. L’intégrale impropre / f(x)dx (impropre en a et b) est convergente si pour

c b
tout ¢ € la, b[, les intégrales impropres / f(x)dx et / f (x)dx sont convergentes.

Exemple 3.3. Etudier la nature de Uintégrale : I = | _11 L_dzx.

1—ax2
Cette intégrale est impropre en —1 et 1.

. _ro 1 —rt 1
Soient I]_ = f—l 1——:zz2d$ et I2 = fO ﬁdm
1) Etudions la nature de I qui est impropre en —1.
Soit =1 < A <0,

lim = lim [arcsinz])

0 1
/ L m
A——1+ J5 /1 — 22 A—r—1+

SE
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0 1 0 1 0y

——dx converge et I; = —dx = —.
VI —22 e A = 2

2) Etudions la nature de I qui est impropre en 1.

Donc I; =

Soit0 < A < 1,
lim ——dx = lim |arcsinz
A—s1— /0 v1— x2 A—s1— [ ]0
T

b | 3

1
Donc I, = / -
V1— 22

Par conséquent I convergeet I = I, + I = 3

1—:1:2

dx converge et Iy = / =
+

T —
2

3.5 Propriétés des intégrales impropres

b b
Proposition 3.1. Soient f(x)dx et / g(x)dx (intégrales impropres en b) convergentes et

a
A un réel non nul alors :

1) lintégrale impropre / (f(x) + g(x))dx est convergente de plus on a :

[ @ +a@nae = [ s@rae+ [ g

b
2) / Af(x)dx est convergente de plus on a :

/ab Af(x)dx = /\/ab f(x)dx.

Remarque 3.1.
1) La somme de deux intégrales impropres convergentes est une intégrale convergente.

2) La somme de deux intégrales impropres dont une est divergente est une intégrale divergente.

3.6 Méthodes d’intégration

3.6.1 Intégration par partie dans une intégrale impropre

L’intégration par partie ne s’effectue pas directement sur les integrales impropres (impropres en
b par exemple) / f (x)dx mais on peut toujours 1’appliquer sur / f(x)draveca < A < b

puis passer a la limite A — b™.
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+oo 6—71
Exemple 3.4. Etudier la nature de l'intégrale I = / 3 dx.
1 xr
Soit A > 1, posons :
—1
u=-—-=u = —
x x?
et
/ ]_ —1 —1
VV = —ezxr —/@m v —=e«=
2
d’ou

A—+o0 A e A—s+oo 1
1
=1—-2-.
e
Ainsi I est convergente et de plus
1
I=1-2-.

e

3.6.2 Changement de variable dans une intégrale impropre

b
Soient / f(x)dx une intégrale impropre en b et

& : [, B[ = [a, b] - B
s B(t) = telle que ® () = a et ®(B) = b.

b
Supposons que P est bijective et de classe C* sur [ar, 3[. Alors les intégrales / f(x)dx et
a

B
/ F(®(t))®’ (t)dt sont de méme nature et sont égales en cas de convergence.
(a7

—+oo
Exemple 3.5. Soit I = / cos r2dzx.
1

Posons :
=t = x =Vt = B(t)
d dt
r = ——
24/t
et
®(1) = 1,t£r_ri_1°o<1>(t) = 400,
d’on

—+o0o “+o0
/ cos x2dx et / —— cos tdt sont de méme nature .
1 1

Vit
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3.7 Intégrales impropres de fonctions positives

b
Définition 3.4. L’intégrale impropre / f(x)dx (impropre en b) est dite intégrale de fonction

positive si pour tout x € [a, b[, f(x) aZ 0.

L’intégrale impropre ’ f(x)dx (impropre en a) est dite intégrale de fonction positive si pour
tout x € la, b], f(x) aZ 0.

L’intégrale impropre ’ f(x)dx (impropre en a et b) est dite intégrale de fonction positive si

pour tout € la, b[, f(a:) > 0.

3.7.1 Intégrales de référence(intégrales de Riemann)

b1
Proposition 3.2. L’intégrale / —ad:v, a € R est dite intégrale de Riemann.
a T
1) Au voisinage de oo,

b “+ oo
les intégrales / —dx et/ —dx avec b < 0, a > 0 convergent pour o« > 1.
oo L™ a T

b 400 1
les intégrales / —dx et/ —dx avec b < 0,a > 0 divergent pour ¢ < 1.
oo L™ a b

2) Au voisinage de 0,

@1 01
les intégrales / —dx et / —dx avec b < 0,a > 0 convergent pour o < 1.
0o ¢ b T

@1 01
les intégrales/ —dx et/ —dx avec b < 0,a > 0 divergent pour o« > 1.
0o ¢ b T
3) Au voisinage d’une valeur finie non nulle,

b 1 ¢ 1

les intégrales/ ———dx et/ ————dx avec a < ¢ < b convergent pour
e (b—ax)> o (x—a)>

a <1l
b 1 ¢ 1

les intégrales/ —— dx et/ —— dx avec a < ¢ < b divergent pour
c (b—x)o o (x—a)>

a > 1.

3.7.2 Criteres de convergence d’une intégrale de fonction positive

Dorénavant, pour simplifier les choses, nous ne considérerons que des intégrales impropres
de fonctions définies sur des intervalles de la forme [a, b[. Les résultats concernant les autres cas

intéressants se déduiront par analogie.

Théoreme 3.4. Soit la fonction f(x) > 0 pour tout x € [a, b[. Alors,

b
I’intégrale impropre / f(x)dx (impropre en b) est convergente <=>il existe M > 0 tel que
a

|t

pour tout x € [a, b[, < M.
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Théoreme 3.5. (Critére de comparaison).
Soient les fonctions f(x) > 0 et g(x) > 0 pour tout x € [a,b] et telles que pour tout
x € [a,b[, f(x) < g(x), alors

b
1) Si intégrale / g(x)dx (impropre en b) est convergente alors 1’intégrale f (z)dx

(impropre en b) est convergente .
b b
2) Sil’intégrale / f(x)dx (impropre en b) est divergente alors 1’intégrale / g(x)dx (im-
propre en b) es(tldivergente. ¢

Théoreme 3.6. (Critere d’équivalence).
Soient les fonctions f(x) > 0 et g(x) > 0 pour tout x € [a,b| telles que f(x) «~ g(x) au

voisinage de b alors les deux intégrales impropres / f(x)dx et / g(x)dx (impropres en b)
sont de méme nature. ¢

Proposition 3.3. Soient les fonctions f(x) > 0 et g(x) > 0 pour tout x € [a,b] telles que
lim @ = k alors :
r—b g(aj)

b

b
1) Si k est fini non nul, alors les deux intégrales impropres / f(x)dx et / g(x)dzx (im-

a
propres en b) sont de méme nature.

b
2) Sik = 0etl’intégrale impropre / g(x)dx (impropre en b) est convergente =>1"intégrale

b a
impropre / f (x)dx (impropre en b) est convergente .
a

b
3) Si k = Ho0 et l'intégrale impropre / g(x)dx (impropre en b) est divergente —>

a

b
l’intégrale impropre / f(x)dx (impropre en b) est divergente.

Corollaire 3.1. (Regle du %)
Soient la fonction f(x) > 0 pour tout x € [a,b] et o € R tels que ]iIﬂ_l zf(x) =
r—r+00

alors :
+oo
1) Si k est fini non nul et o« > 1, 'intégrale impropre / f(x)dx est convergente.
“+o0
2) Si k est fini non nul et o« < 1, l'intégrale impropre / f(x)dx est divergente.
a
+oo
3) Sik = 0eta > 1alors 'intégrale impropre f(x)dx est convergente.
+oo
4) Sik = +oo et a < 1 alors l'intégrale impropre / f(x)dx est divergente.

a
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3.8 Intégrales impropres de fonctions de signes quelconques

3.8.1 Convergence absolue
b
Définition 3.5. On dit que ’intégrale impropre / f(x)dx (impropre en b) est absolument

b
convergente si l’intégrale impropre / | f(x)| dx (impropre en b) est convergente.
a

Théoreme 3.7. Toute intégrale impropre absolument convergente est convergente.

Remarque 3.2. La réciproque du théoréeme précédent n’est pas toujours vraie. En effet, on peut
trouver des intégrales impropres qui sont convergentes sans étre absolument convergentes on les

appelle semi-convergentes.

Remarque 3.3. Constatons que comme dans le cas des séries, le théoréme précédent sera forte-
ment sollicité pour aborder les intégrales de fonctions de signes quelconques dans le sens ou en
mettant une valeur absolue on se ramene a une intégrale de fonction positive et par conséquent
nous pouvons faire usage des criteres. Cependant, n’oublions surtout pas que ce théoréeme ne nous

permet en aucun cas de conclure la divergence.

3.8.2 Critere de convergence des intégrales impropres de fonctions de signes

quelconques

Théoreme 3.8. (critere d’Abel).

Soient les fonctions f(x) et g(x) continues sur [a, b| et telles que pour tout x € [a, b,

1) f(x) > 0, f décroissante sur [a, b| et limbf(sc) =0.
T—>

/: g(x)dzx

b
Alors, 'intégrale impropre / f(x)g(x)dx (impropre en b) est convergente.

2) il existe M > O tel que pour tout x € [a,b[, < M.

b
Remarque 3.4. Soit l’intégrale impropre f(x)dx (impropre en b # +o00 respectivement im-

propre en a # —oo) telle que f soit prolgngeable par continuité a gauche de b (respectivement

a droite de a) c’est a dire que lim  f(x) (respectivement lim f(x)) existe et est finie.
z—rb— z—ra™t

e . b . . .
Alors ’intégrale impropre fa f(x)dx (impropre en b respectivement impropre en a) est conver-

gente.
, ' . I zlnx '
Exemple 3.6. Etudier la nature de l’intégrale impropre I = / mdw (impropre en 0).
0 xr
. zlnx
lim ——
z—0t (1 + x)?

Par conséquent I est convergente.
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3.9 Exercices d’application

Exercice 3.1.

Soit f continue sur | — 0o, 400 [. Donner la définition de fj;o f(t)dt converge.

Par définition

/:o Ft)dt = /_; f()dt + /;OO f(t)dt =1 +1" € R.

Exercice 3.2.
Soit f continue sur ]2, 5]. Donner la définition de f; f(t) dt diverge.

5 5
/ f(t)dt = lim / f(x)dx = £oo, tout la limite n’existe pas .
2 t—2 t

Exercice 3.3.
Soit f continue sur [0, +oco [. Donner la définition de [,"> f(t) dt diverge.

+o0 +o0
/ f(t)dt = lim / f(x)dx = oo, tout la limite n’existe pas.
0 t—> oo 0

Exercice 3.4.
Soit f continue sur [0, +o00 [ quelconque telle que f0+°° f(t)dt converge. Alors lim;_, o, f(t) =
0

@ vrai

0 faux

0 faux

Exercice 3.5.
Soit f continue sur [0, +occo [ quelconque telle que f0+°° f(t)dt converge. Alors f bornée au

voisinage de 4 oo

@ vrai

O faux

® faux
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Exercice 3.6.

OvVa > 1, f0+°° 2 converge.
®va <1, [ % converge.
®Va € R, [« diverge.

tOL

OVa € R, f0+°° 2 converge.
@ rien de ce qui précede.

®

toodt
Ya € R, / pr diverge.
0

Car
11 too 1

Sia >1 alors / t—adt diverge | / t—adt converge = diverge.
0 1

11 T 1
Sia <1 alors / t—adt converge + / t—adt diverge = diverge.
01 1 +0011
Sia =1 alors / Zdt = 400 —|—/ Zdt = +o0o = diverge.
0 1

Exercice 3.7.
Soit f continue et positive sur [0, +oo [ quelconque telle que t? f(t) — 0 quand t — +oo.
Alors

® [7°° f(t)dt converge.
@ [ 7 f(t)dt diverge.

® On ne peut rien dire sur la nature de f0+°° f(t)dt.

0 oo
/ f(t)dt converge
0

t2f(t) — 0 quand t — oo équivalente a :
1
f(t) =400 O t_2 .
Comme f0+°° dLdt converge a = 2 > 1. Alors [ f(t)dt converge.

Exercice 3.8.
Soit f continue et positive sur [0, +o0o [ quelconque telle que t*f(t) — +oo quand t —
+oc. Alors

® [ 7 f(t)dt converge.
® [ 7% f(t)dt diverge.
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® On ne peut rien dire sur la nature de [,"> f(t)dt.

(3]

“+o0
On ne peut rien dire sur la nature de / f(t)dt
0

t2f(t) — +oo quand t — +oo équivalente a :

A
VA >0,3B >0,Vt/t > B = f(t) >

D’apres le critere de comparaison On ne peut rien conclure.

Exercice 3.9.

Soit f continue et positive sur [0, +oco[ quelconque telle que ¢ f (t) — +oo quand t — +oc.
Alors

© [7°° f(t)dt converge.
® [ 7 f(t)dt diverge.
® On ne peut rien dire sur la nature de ;" f(t)dt

2] oo
/ f(t)dt diverge.
0

tf(t) —» +oo quand t — +oo.
équivalente a :

A
VA >0,3B > 0,Vt/t > B = f(t) > .

Comme f0+°° 2 dt diverge o = 1. Alors [,"% f(t)dt diverge.

Exercice 3.10.
Soit f continue et positive sur [0, +oco [ quelconque telle que ¢t f(t) — 0 quand t — +oo.
Alors

® [ 7 f(t)dt converge.
® [ 7 f(t)dt diverge.
® On ne peut rien dire sur la nature de [,"> f(t)dt.
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oo
On ne peut rien dire sur la nature de / f(t)dt.
0

tf(t) — Oquand t — 400
équivalente a :
€
Ve > 0,3B > 0,Vt/t > B — f(t) < "

D’apres le critere de comparaison On ne peut rien conclure.
Exercice 3.11.
Soit o € R. Alors fol Si’iﬂdt converge si

0 a<l1

O a>1

®a=1

O a<2

® rien de ce qui précede.

O rien de ce qui précede

I= [} Si“ti(t) dt est une intégrale impropre car S”;#

Convergence : on utilise I’équivalence au voisinage de x = 0

sin?(t)
Lodt
o0 to—2 ’

ta
converge si seulement si @ — 2 < 1 critere de Riemann. Alors o < 3.

est continue sur ]0,1] pour o > 0.

+2
~0 o avec

Exercice 3.12.
Soit o € R. Alors f0+°° e“tdt converge si

O a<o0
®a>0
® a=0
0 a<l

® rien de ce qui précede.

0a<0
Sia =0, f0+°° e*tdt = 400
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Si a # 0 alors

400 t
e®tdt = lim e*®dxr = lim
0 t—+o0 0 t—+o0

Pour o < 0, f0+°° e®tdt = =1 converge.

Pour o > 0, 0+°° e®tdt = +oo diverge.

Exercice 3.13.
Soit 3 € R. Alors f1+°° tPe~tdt converge si

® V3 € R*
®3>1
® VB ER
®3<1

® rien de ce qui précede.

®
VB € R

Car:

On peux écrire t°e~*

t/2

= tPet/2e7t/2, On sait que lim;_, | o, t?’e~*/2 = 0, pour tout 3,

il existe un réel A > 0 tel que :

VE> A thet? < 1.

—t/2

En multipliant les deux membres de I’inégalité par e on obtient :

Vi > A thet < e 2

Or lintégrale [["*° e~*/2dt converge car o = St <o.
Comme f1+°° e~ t/2dt converge, on en déduit que f1+°° tPe~tdt converge d’apres le théoréme

de comparaison.

Exercice 3.14.
Soit o € R. Alors [;"% t(lndﬁ converge si
0 a<2
O a>2
®a=2
Oa>1

® rien de ce qui précede.



(4]
o> 1.

En effectuant le changement de variable x = In(t), alors
_ +oo dt B T dx
- / t(in(®)* /1n<z> e
D’apres I’intégrale de Riemann I est convergente au voisinage de +oo ssi a > 1.

Exercice 3.15.
Pour quelles valeurs a € R les intégrales suivantes sont-elles convergentes ?

I_/b dt .J_/b dt
Jo (t—a)’ Jo (b—1t)e’

b dt
I = / ———— converge pour o < 1;
o (t—a)>

En effectuant le changement de variable x = t — a, alors

/b dt /b—a dx
I=/ — = bty
o (t—a)> 0 xre

D’apres ’intégrale de Riemann I est convergente au voisinage de 0 ssi o < 1
De méme

J / T dt <1
= ———— converge pour « .

En effectuant le changement de variable x = b — ¢, alors

J_/b dt _/0 —da:_/b_“da:
o a (b—t)"‘_ b—a T o 0 &

D’apres I’intégrale de Riemann J est convergente au voisinage de 0 ssi a < 1.

Exercice 3.16.

Etudier la nature de I’intégrale impropre

+°° gin t
I:/ dt; o cR.
0 t

ft) = %"t est continue sur |0, +oco[. On a

Lsint +° sint
1:/ dt—l—/ dt.
o t L t

59
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a) Convergence en 0

fol Sitﬂdt est convergente puisque f(t) est prolongeable par continuité.

. sint
lim =
t—0 ¢

b) Convergence en +oco

En intégrant par parties, On obtient :

Z sint —cost]”® Z cost
dt = — dt
.t t |, i ¢

lorsque x tend vers oo, %S(m) tend vers 0 puisque c’est le produit d’une fonction

bornée et d’une fonction qui tend vers 0 . D’autre part

) * cos(t)
lim

z—+oo [, t2

9

cos(t)

existe puisque, de |—;

< t% on tire la convergence absolue, donc la convergence

+oo cos(t)
oo cos(t) g,

Finalement I converge.

Exercice 3.17.
Calculer les intégrales impropres

1 1 da 2 x
(1) Inxzdz; © _ ® ——dux;
IR A e
dx

e d 400 1
e/ * : @/ e Veda: @/ :
1 y/1 — (Inx)? 0 o e*—1

1) fol In xdx.
On integre (une intégrale indéfinie) par parties en suite en passe par limite quand x tend vers
0

/lntdt:tln(t) —/dt:tln(t) —t+ec,

donc
1
/0 Intdt = CBlii>n0[t In(t) — t+]} = mli_1r>r10(—1 —zn(z) —x) = -1,

1
donc |, In zdx converge.

2) int) —%

1—x

2

r oo dt ) . N
— = wlinl [arcsin(t)]

1 dx
—— = lim
/() \/1—:132 z—1 J \/1—t2



donc

= lim (arcsin(x) — 0) = g

/ dx

0 1 — wz r—>1

3) [ —Edw

En effectuant un changement de variablex — 1 =y

/ ﬁdm_/ll'Fy / 7_dy+/ iy — [2\/—+§y2r:

4) fl ,/1 (mac)2

En effectuant un changement de variable In(x) = y donc

= ylinl(arcsm(y) —0) =

b | 3

e il v

5) f0+°° e~V?dx En effectuant un changement de variable /(x) = y donc

—+oo “+oo
/ e Vodx = / 2ye Ydy.
0 0

Par une intégration par parties, On obtient

+oo
/ 2ye Ydy = 2 lim [—te_t — e_t}y =2 lim (—ye_y —e Y+ 1) =
0

y—+oo 0 y—+oo

d’olt f0+°° e~ V®dx converge

6) fO eT— 1

En effectuant un changement de variable e — 1 = y donc

1 T _/ ,y
o ee—1 Jo wyly+1)

Par intégration on décompose en élément simple

e—1 dy e—1 dy e—1 dy )
/ -7 = / - —|—/ —— = lim |In
o yly+1) o Y o y+1 y—0

Exercice 3.18.

Calculer les intégrales suivantes,apres en avoir étudié la convergence :

“+o0 dx o0 +oo 1
(1 / _, 9/ e *cosxdx @/ arctan —dx.
0 1

foo X2+ 2+ 2 T

o

t
t+1

e—1
} = +4o0.

Yy

/+°° dx
oo X2+ 21+ 2

Wl oo

61
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f(t) = m continue sur | — co, +oo|.

On divise I’intégrale

0/+°° dx _/1 dx +/+°° dx
oo a:2—|—2a:—|—2_ oo 2+ 2+ 2 1 2 4+ 22+ 2
Convergence en + oo

1 1 +oo 1 +oo dt a
f(t) = gz ~+oo 7 OF [{ 3z convergedone [ 29— de méme pour —oo.

On a
dt

1 1 1 1 1
f(t) = g ~ — 0 or J_. ;= converge donc [~ __ Taira

On calcule I’intégrale
/ Foo dx
oo T2 422+ 2

En effectuant un changement de variabley = « + 1

+oo
IS -_— = t Foo _
/oo -’B2+2fv+2 /oo (x + 1)2+1 /oo y2+1 = larctan(y)] I = =

(2]
—+o0
/ e ®cosxdx
0

e ® cos x continue sur [0,4+occ[,on a [e " *cosxz| < e~ %, or f0+°° e *dx converge

absolument donc f0+°° e~ ”* cos xdx converge.

On calcule I’intégrale par parties.

Foo 1 1
/ e *cosx = —[sin(x) — cos(z)]f > = =
o 2 2

+oo 1
/ arctan —dx
1 £Xr

arctan > est continue sur [0, 400
1 1 . , +OO 1 . . , . N
on a arctan _ ~ . o or l'intégrale fl - diverge (intégrale de Riemann) o = 1 d’ou

/ 1+°° arctan dzx diverge.
xr

3.10 Exercices

3.10.1 Intégrales généralisées

Exercice 3.19. Calculer

1 —+oo dt
0/ tintdt. @/
0+ —oo 1412




/+°° dt
(3] _ .
—oo 246t +10
1- dt
(5 _.
0, Vv1—1t2
t
@/ dt.
1+ vit—1
Foo dt
(9} _.
o+ VE(1+1)

Exercice 3.20. Calculer

o /+°° dt
1 V12
o /1 dt
o+ (t+2)v/3t — &2
2— t

® /1+_ Ji-ne-n"

dt
e/ @
1 ty/1—1n?%t

+o0
9} / e Vidt.
0

Exercice 3.21. Calculer

/+°° dt
(3] —_—.
0 cht
oo Arctge t
6/ ——dt.
1 t2

too Int
@ / dt
0+ 1+ t2
+oo t
© / dt
o i1
Exercice 3.22. Calculer
+ o0 t3
o / dt
0 441

i dt
e/ —
o costt—sin"t

too dt
Y
0 (1 +t2)

2.

too 3¢ 1
o / St
1 t(4t2 4+ 1)

@/2 dt
1+ VE—1
+oo  dt
©f1+ tv/T—1°

+oo t
o / S
0 3/(1 + t2)2

9/+°° dt
T tVEFt+1
3 dt
@/ .
ot (1 —1)/t(1 —1t)
® oo dt
0+ \/et—l.
@/1_ Int gt
3 v1i-—1 )
1

(10) In tdt.
0+

—+o0
(2] / t?etdt.
1

T Arctgt
o / dt
o 142

27 dt
(6] .
0 4 + tg2t
/+°° dt
(8] .
o0 A |

ttoo 42
© / dt
0 4141

9/” dt
0_ costt + sin*t

@/2 In(sin t)dt.
0+

z o3 t2 1
/ v+l
® lim Z0  ti+1

z—+o0 z 3t3 4 4t
/ 4—dt
o t*+1

63



Exercice 3.23.

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

0/4 dt (2] /1 1dt
N — cos —dt.
3+ \/ll’l(t — 2) 0+
1= "th (t — t2) 1- sint
o / DY) g o / dt
0+ tSlH(t — 1) 0+ tint
1. I- sht
o [ SinVt. ® dt.
/0+ tlnt 0+ ty/In3
e/ ln<1—|——)dt. @/ Vo
0+ Vit o+ V1—1
© 1-  sht gt o 1 dt
VArgtht o et —1

Exercice 3.24.

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

2 ) 3 In(t—1)
0/ In(sint)dt 9/ ——=dt
0+ 24 t—2
2 1— dt

o / a2 o/ & .
1+ Vi3 —1 o+ Vt—1td
6 1= sint gt ® 2= dt
\/t—tz /O ]__ecost'
400 2 +oo int
of \iira o SN
. 1+t o+ In(1+¢t)
! sint Ltgt
(9] dt. (10) ——dt.
04 t 0+ t

Exercice 3.25.

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

1 1 “+oo 1
(1) / sin —dt. (2] —— sin — dt
t 0+ Vit
+° sint too 1
(3) dt. (1) / sin —dt.
o+ V1t 1 t
R | to1 1
(5] / t sin —dt. (6] / — sin —dt.
1 t 1 t t
400 +o0
(7] / sin e tdt. / e tln tdt.

0
400 dt +oo
0 [ o [ (1 L)
4 tln t t2
Exercice 3.26.

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :



t+oo 1+ Int
o 2 d
1 (1+W*t) V241
®/+°° \/Zsintdt
2

Exercice 3.27.

65

to t —sint
o / tosmnt
1 t+ sint
o /+°° dt
o t+VB2+5
+oo t
(6] —dt.
0+ vV et —1
—+o0
(8] / sin t?dt
1
oo sin(1 — cht)
—7dt
0+ tsht

0]

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

too 42 4 8
0 [Trrt,
1y ti—t

@/JF‘X’ sint g
o+ Vsht
T2 In(cht)
® / Y e,
0

+ Sht
oo Arctg3t

@ / 28 F n(ch t)dt.
0+ 3

—+oo e—t

(9] — L.
0+ \/ln(l + t)

Exercice 3.28.

9/+°° sin t gt
1+ chtvInt |

o t°  cost g
0+ \/et—l )

@/ (— — Arctg t2> dt.
0 2

/+°° Arctg3t :
o+ tln(cht)

o +oo  dt
1+ VBT

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

+oo sin t2
o/ dt
0+ ln(l + t) sht

—+oo tesint
o/ .
o+ Arctgt+t2ch°t

+oo /1 2 12
@/ & sin tdt
0+ et —1

@ /+°° e %sht gt
0+ ln(l + th \3/%) )
e tehdt.

@/"“’O Int
o+ In(1+ /)

Exercice 3.29.

—+oo
(2] / t cos tidt
1

too In®t
@/ —zdt.
0+ ch*t

® /-I—oo dt
1+ (Int)int :

—+o0 t2e—t
o / e g
0+ t _ ecost + e

t° sint
o / SINE Vg,
o+ t

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

+° In(1 t
(1) / Me_tdt
0+ tht

+oo In /2
@/ nvt
1

L ot2—1



6)/1 sin t di
0+ t%\/l—t2

+© 1 — cost?
(5] —4dt
0+ t

@ / T sint 4,
0+ 11’1(1 + t)

1= Int
o Lt at
0+ ln(2 — t)

Exercice 3.30.
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/+°° sin t
o+ tvV1+ t2

“+oo e—t
(6

0+ \/Arctgtdt
1= sint

o Tt
0+ 11’1(1 — t)

© / Tt
o+ (1—1)?

Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :

+oo
/ e VtIn(sht)dt.

+oo —sht 1
sin —dt.
./ ln(l In(1++v%) ¢

E /_ costlIn(tgt)dt.
o+
Foo sint

o

—dt
0+ t(l —|— tln t)
1= Int
——dt
El /0+ sin(mw+/t)
Foo Arctgt
11 dt
/o+ Vsht ln(l—l—\/_)

Exercice 3.31.

oo th*¢ 5t
o+ t2/In(1+¢t)
/

+oo e tsint

dt
0+ ln(l + t) Arctg \/Z

to°  gint? bt
ol [ e
0+ tin \/1 —|—
T (1 — cos(sint)) sint

z
- In(1—+/1)
/0+ In(1—t)

Discuter, en fonction du nombre réel o > 0, la convergence des intégrales généralisées sui-

vantes :

°f =
of o
oo to
o dt.
0 1+t
Yint
6/ —dt.
o4 t¢

Foo Int
(7]

—t
————e
1+ /(= 1)
1 sint
o[ "
o+ t¢

Exercice 3.32.

+oo dt
°f, i

/ t In tdt.
0+

t° Int
® / mE .
1 t

1= sint
o / st g
0+ t(— In t)a

1— R

(10} —dt

Discuter, en fonction du nombre réel o > 0, la convergence des intégrales généralisées sui-

vantes :



e 1+t
o 1+t
e e ttedt.

dt

24 _ 1@
o (cos#t 2)

@
S~

(3]

—

INE]

(5]

0 “+o0 eSln‘l‘,
/o+ to (ﬁ + ch? t>

too dt
®/3 t(lnt)(In(Int))e
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L 1 -t
2] ———dt
0+ \/Z(t — a)
—+o0 e—t
4] —dt
o+ t

+oo e t?
6 dt
/0_|_ ta(2 4+ sin \/Z)

1 1 (o
(8) / (ln —) dt
0+ t

1- e_ﬁ
o &
o+ SIn"t

Discuter, en fonction du nombre réel a > 0, la convergence des intégrales généralisées sui-

Exercice 3.33.
vantes :
“+oo e sht
J—
0+ sh®t
—+oo to— 1 —t2
Bl at
2 + sint

too Arcte(t — 1
5[ A
1+ (t2_

1)
1
/ In (sin t®) dt.

@/m (tl_ni)a e tdt
"

op 14+t—

Exercice 3.34.

[+oo In(1+1¢%)

./ taesint _trett
\/_—I—chzt
+o° gin? ¢
0

0+

+oo 1
(6] / sin —dt.
0+ te

oo In(1 + Arctg t)

sh®t
/

t2a

ot
or In*(1+1t)

toot — [t
2] [ M

1

Discuter, en fonction deux nombres réels « > 0 et 3 > 0, la convergence des intégrales

généralisées suivantes :
/1— dt
op to(1 — t)ﬂ

+ootﬂ 2
o/,
In® t

6/ > Int d
1+ P(E—1)

e/+°° L

—1400 (14 1)P
/+°° Arctgt
0

+ (14 V)P !

t© 1 4+ et
9/ 1ree
0+ 1+B€t
o (1 t)e — &
o [0+
48

dt
0+

1= |t|*cost
o [ Mot
-1+ (V1 = ¢?)
too  e=vE
of ot
ar t20 (1 + t3)f3

+oo  o(l+alt
© / e
et + Be—t
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Exercice 3.35.
Discuter, en fonction deux nombres réels « > 0 et 3 > 0, la convergence des intégrales

généralisées suivantes :

+o0 +o0
/ e * cos ﬁtdt (2] / tP sintdt
1
—+o0
(3] / (1) L
0+ sin® ¢4/ (1 — 2)? 24 (82 —4)*°
e—x/z 400 dt
(5 / —Bdt‘ ® / 55"
o+ t*+4 th” t 1+ 1= In” ¢t
3 1 +oo g nf e
(7] / t* In 3—dt. (8] / dt.
0+ t 2 et
o /+°° In“t di o /2 dt
1+ eﬁt(t — 1) ) 0+ t> 11’15 %.

Exercice 3.36.

Discuter, en fonction de ’entier n > 0, la convergence des intégrales généralisées suivantes :

L /sint™\" 2—t
1 dt. dt
/Oi ( In tnt) ./:lt (( t2 +[3t)) )
> esintn" ¢ ° (tm — [tm
/ nyl

A 71 AN Y
T G o+ In(e™ —1)

dt 3
5| Calculer lim Calculer lim elo+ M(z+tgt)dt
z—1+ \/t(t —N)(x—t) 6] z—0+
+ € sinz 1 t 11’1 t

. Calculer lim 23 /

7] Caleuler Jtp, |t Rl
1 x 2 +oo
(9] Calculer lim — e~ a2 dt. Calculer lim z / e *tdt.
z—0

+oo

N —xt _:
Calculer mllglJr e sin tdt. Calculer nkmoo / —t a_i

0

Exercice 3.37.

O Montrer que I’intégrale généralisée =~ ® Montrer que I’intégrale généralisée
Tocsint Foo
dt. Est convergente. t? sin t*dt. Est convergente.

1 1
Est-elle absolument convergente ? Est-elle absolument convergente ?

® Paradoxe du peintre

1) Calculer P’aire de

1
:{(:c,y)ER2:m>1,0§y<—}.
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2) Calculer la surface latérale obtenue par la rotation autour de I’axe Ox de la courbe
d’équation y = X avecz > 1.

3) Calculer le volume engendré par la rotation autour de I’axe Ox de la courbe d’équation
y = <avecx > 1.

O Etudier la continuité de la fonction f : R — R définie par

—+o0
f(x) = a:4/ e *"tdt
0

® Soient ¢ < b deux nombres réels et f :]a,b] — R une fonction continue telle que son

/a: F(t)dt

converge. Montrer que la fonction g : [a, b] — R définie par

intégrale généralisée

/m f(t)dt siz €la,b]
a+

0 siz =a

g(z) =

est continue.
® Soit f :]0, +oco[— R la fonction définie par

Int .

= si0 t<1
fity=4 % .< -

Int sit>1.

1) Montrer que les deux intégrales généralisées

1

F(t)dt et / o f(t)dt

0+

divergent.
2) Calculer

lim / " F(t)dt

x—>+oo

et

lim / " pbyat

xr——+o0

@ Soient f, g :]0, 1[— R les deux fonctions continues définies respectivement par

flx) = /2_m tg tdt

—T4a

et

™

g(x) = /2 tg tdt.

—5+2z



1) Montrer que les deux intégrales généralisées

0 T
/ tg tdt et / tg tdt
-+ 0

divergent.
2) Calculer

Jlim f(a) et Jim g(x).

® Soit f : R — R une fonction continue et périodique telle que son intégrale généralisée

/O o F(t)dt

converge. Montrer que f = 0.
® f : R — R une fonction continue et bornée. Montrer que pour tout x € R :

lim S/-i-oo A dt = wf(x).

520+ J_ o (x—1)2 + s2

@ Soit a > 0.
1) Montrer que
/+°° Int gt — mln o
0+ o? + t2 o 2c
2) En déduire que

™

/2 In(atgt)dt =
0+

7 ln o

Exercice 3.38.
En utilisant la fonction gamma T, calculer les intégrales suivantes :

“+o0 e—t “+o0o 2
o / —=dt (2} / e tdt
0+ \/Z 0
1 1— 1 r—1
e/ In T'(¢)dt e/ (m—) dt,x > 0
Oj: 0+ t

(5] Vit —1le tdt
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Chapitre 4

Les équations différentielles de premier

ordre.
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4.1 Généralités :

Exemple 4.1. Si on note par v(t) la vitesse d’un objet qui est on chute lime dans I’atmospheére
par rapport on temps.
La loi physique qui régit le mouvement des objets est la deuxiéme loi de Newton exprimé par
I’équation :

F = ma,
o m masse de l’objet et a son accélération et F est la farce exercée son ’objet.

_ v .
Sachant que a = = alors :
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F=m—.
dt

Quand l’objet tombe, alors :

F =mg — v, <>
ong =9,8m/s? la gaité

0 : Coefficient de la trainée.

mg
0v : la force de trainée (une force due a la résistance de I’air). d
. dv
Par conséquent : mE =mg — Yv|

Cette équation (de I’équation différentielle) donne le comportement d’un objet er charte libre
dans I’atmosphere.
Par exemple : on suppose que m = 10kg et v = 2kg/s.
Alors :

dv v
— =9,8 — —
dt 5

Exemple 4.2. Si on rote par N (t) la population dotale d’un pays a Uinstant t, alors I’accroisse-
ment de cette population est régi par l’équation suivant :
dN(t)
dt

Malotrus (1798) propose de décroie 1’évolution d’une population en supposant que la migration

= naissances — morts + migration.

est négligé et que ’accroissement est population el a l’effectif c-a-d :

dN (t)
dt

=rN(t),

b : taux de natalité .
onr =b— davec
d : taux de mortalité .

e Sir = 0, alors la population reste constante.
e Sir > 0, alors la population augmente.

e Sir < 0, alors la population diminue.

Définition 4.1. On appelle équation différentielle, une équation avec une fonction inconnue y(x)

de la variable réelle x et une on plusieurs de ses dévirées y',y"”, . . . par exemple.
yy +x =1on(y')? +zy + 4y = 0.

Ainsi, de facon générale, I’équation
F(z,y,y,y",...) = 0 est une équation

différentielle ou F' est une fonction réelle de plusieurs variables.
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Définition 4.2. e On appelle équation différentielle du premier ordre, la relation de la forme :

F(mayay,) =0, (E1)

ou F' est une fonction réelle de 3 variable.

® On appelle équation différentielle du second ordre, la relation de la forme :

F(z,y,y,y") = 0. (E)

Par exemple :

y' + bxy — e® = 0 premier ordre

et

2y"” — 3y’ + 5y = 0 second ordre

Définition 4.3. e Une équation différentielle d’ordre n est linéaire si elle est de la forme :
ao(2)y + ar(x)y’ + -+ + an(x)y™ = g(2),

ou les a; et g sont des fonctions continues sur un intervalle I de R.
® Une équation différentielle linéaire est dite homogéne (ou sans second nombre) si g(x) = 0
c-a-d :
ao(z)y + ax(x)y’ + -+ + an(z)y™ = 0.

e Si les fonctions a; sont constantes, alors I’équation différentielle est dite ” a coefficients constants
7 c-a-d :

ao(®)y + a1 (@)Y’ + -+ + an(x)y™ = g(x).
Définition 4.4. Une solution de I’équation différentielle sur un intervalle I de R est une fonction

y : I — R qui une fonction dérivable et vérifie I’équation (E4) ou deux fois dérivable et vérifie

I’équation (E).

Exercice 4.1.

/

2. =Y (¥ =y).
d d
:>—y=da::>/—y:/d:c
Yy Yy
=nlyl=x+c
:>eln|y| :em—l—c

= |y| = ke” k : constante .

= y = cpe” cp : constante .
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N\

LA
#\

4.2 Equation différentielle du premier ordre

Considérons I’équation différentielle du premier ordre

dy(x) _ on encore
T = f(z,y(x)). ( , )

Yy = fz,y)

Sans résoudre explicitement cette équation, on peut avoir une idée sur le comportement des solu-
tions on tracant ce qu’on appelle un champ de directs c-a-d :
On évalue la fonction f en chacun des points d’une grille rectangulaire, la suite pour chacun de

ces points, on trace un petit segment de droite ayant pour peut la valeur de la fonction f calculée
en ce point.

Exemple 4.3.
0y’ = xy e Onpose f(x,y) = xy
Alors par exemple f(1,1) = 1, f(—1,—1) = 1ler f(2,1) = 2



75

courbe solution

/

-1
t g
]
]
]
/--r 1
0y = 9,8—%00np0sef(y) =9,8 — y
Alors par exemple y = 40, f(40) = 1,8, y = 50, f(50) = —0, 2, on peut tracer le champ
de direction suivant :
Y a

72 SN N NN
) N N
B
) YA
A XA A A

»

0 2 4 6 8 T

Définition 4.5. Soit f de I dans R et (xq, Yo) un point de 1.
On appelle probléme de Cauchy en (g, Yo), le probléme suivant :

Yy = f(x,y)
y(fﬂo) = Yo-

C-a-d chercher une solution de I’ équation différentielle sous la condition supplémentaire y(xo) =

Yo.

Exemple 4.4.

/ — wy
<— probleme le cauchy
y(0) = 2.
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Théoreme 4.1. (Cauchy-Lipschitz)
Soit ’équation différentielle y' = f(x,y) avec f de classe C* par rapport & y alors pour un

(x0, Yo), il existe une solution unique du probleme de Cauchy

Yy = f(z,y)
y(xo) = Yo-

4.2.1 Equations différentielle a variables séparables

Une équation différentielle est dite a variables séparables si elle est de la forme

gy = f(z), 4.1
ou f et g sont des fonctions continues sur des intervalles I et J respectivement.
d
Si on note ¢y’ = _y on a une autre forme de (4.1)
T

9(y)dy = f(x)dz.
En intégrale, on obtient
/g(y)dy = / f(z)dx
=G(x) = F(xz) + ¢,
ou G est une primitive de g et F' est une primitive de f.

Exemple 4.5.
0Oy’ = xy. Alors

d d
—y:a:y:>—y:mda:

dx ]
d
:>/—y=/:cdw
Yy
22

:>ln|y|:7—|—c, c € R.

= |y| = ke**/?, k € R.



Ainsi,

1

Ine ¥ =1n (— + c)
x
1

= —y=1In (— + c)
x

T

= :l R.
Y n(l—I—zcc)’CE

4.2.2 [Equations différentielle linéaires du premier ordre

Une équation différentielle du premier ordre est une équation de la forme :

Y + a(x)y = f(z)

ou a et f sont deux fonctions continues.

71

(4.2)

[’équation (4.2) est dite aussi non homogene (on avec second montre). Pour la résolution de (4.2),

on commence par 1’équation différentielle homogene

a)
¥ +a(x)y = 0.

Siu # 0, alorson a:

d d
4 _ —a(x)y = Y —a(x)dx
dx Yy

= Inly| = —A(z) + ¢,

ou c; € Ret A estlaprimatie de a sur 'intervalle I. Ainsi :

y(x) = Lefre 4@

y(z) = Ce 4@ ouC = *e”,

qui est solution de (h).
b)
Y +a(x)y = f(=)

(h)

4.2)

Nous utilisons une méthode dite ” méthode de la variation de la constante ”, c-a-d chercher

une solution générale de (4.2) sous la forme :
y(z) = C(z)e 4™

ou & — C(x) est une nouvelle fonction inconnue de x.

Donc :

Y (z) = C'(x)e @ — C(x)a(w)e 4™,
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Remplagant y et y’ dans (4.2), on obtient :

C'(x)e 2@ — C(z)a(x)e 2™ + a(x)C(x)e 4@ = f(x)
:>C'(w)e_A(m) = f(=x)
=C'(z) = eA@)f(:I:)

=C(x) :/f(w)eA(w)dw.

Ainsi, la solution de (4.2) est donnée par :

v(@) = ([ r@yerean)

Exemple 4.6.

y —y=e¢€" (E)

Ainsi,

Inly| =+ ¢, ¢1 €R.
=|y| = c2e”, c3 ER, ¢y = e~
=y =Ce*, CeR,C = *c,.

® Pour I’équation non homogene, on a la solution générale sous la forme :

y(z) = C(x)e”
= y'(x) = C'(xz)e” + C(x)e”.
(E) & C'(x)e* 4+ C(x)e” — C(x)e® = e”
&S C(x)=1=C(x)=x+k, keR.

Ainsi :

y(x) = (x + k)e®, ke R.

4.2.3 Equations différentielle de Bernoulli

Soient f, g deux fonctions continues sur I. Une équation de la forme

Y+ f()y+g9(x)y*=0, a €R
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est dite une équation de Bernoulli.
Remarquons que si &« = 0 on o = 1, alors on retrouve I’équation différentielle linéaire.
Pour résoudre 1’équation de Bernoulli, on fait un changement de variable qui permet de la trans-
forment en une équation linéaire.
On divise par y*(y # 0), on obtient :
y | f(@)y
v e
=y'y™* + f(2)y' ™ + g(x) = 0.

+9(z) =0

On pose z = y'~*(changement de variable), alors on obtient z’ = (1 — a)y~*y’.

Ainsi, I’équation de Bernoulli devient :

Z,

+ f(z)z + g(x) =0,

1l — o

et ca c’est une équation différentielle linéaire qu’on peut résoudre.

Exemple 4.7. Résoudre y' + zy + zy? = 0...(E)
En posant Z = y~3, on obtient :

2 = _3y/y—A
Ainsi :
2/ — 3xz = 3x.
On commence par trouver la solution de I’équation homogene z’ — 3xz = 0.

dz dz
= — =3xz = — = 3xdx

dx z
dz
:>/—:/333d:c
z
3x2
=>1n|z|:7—|—c, c € R.

322

Donc: z = ke 2.

a:2
Maintenant, pour I’équation non homogene z’ — 3xz = 3z, ona: z = k:(a:)eaT.
, , 322 322
Z'(x) = kK'(x)e 2 + 3zk(x)e 2.
Ainsi :

k’(m)e¥ + 3:13]{:(:1:)6% — 3k(m)e# = 3z

—3x2

= k'(x) = 3ze 2

—322
= k(z) = —/—3wezdm

2

k(x) = —e 2 +ec
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Ceci donne que

—3a2 322 322
z(x) = (—e x4 c) ez =—14cez.

[y

—1+4ce 2

1 3
puisque z(x) = = y(x) = 3@/L’ alors y(z) = (ﬁ) :
y®(z) =

4.2.4 Equations de Riccati

Une équation différentielle de la forme

y' = f(z) + g(x)y + h(z)y? (R)

est dite équation de Riccati ou f, g et h sont des fonction continues sur un intervalle 1.
Pour la résolution, posant y = y; + z avec y, solution particuliere de (R), alors : y’ = y; + 2’

et on obtient :
Y, + 2" = f(®) + 9(®)(y1 + 2) + h(z) (41 + 2)°
= f(x) + g(@)y1 + g(x)z + h(2)y? + h(z)=* + 2h(z)y=.
Ainsi :
2z’ = (2hy; + g)z + h2?
qui est une équation de Bernoulli.

Exemple 4.8. Résoudre
y =1— 2%+ zy’. *)
On remarque facilement que Yy, = @ est une solution particuliere de (*). Donc, on cherche une

solution générale de la forme y = x + z ou z est solution de
2 —zxlz—x22 =0
qui est une équation de Bernoulli.
(y’: 1+ 2 ety = 1—ac3+ac(:1:—|—z)2) =1—2° + z(x® + 2% + 2z2)
14+2' =1 —22 4+ 23+ x2% + 2z=.
On pose h = i = h' = —j—; et on remarque que h vérifie I’équation différentielle
h' 4+ 2xh + x = 0.

Commengons par I’équation homogéne h' + 2xh = 0.

La solution est h(x) = ke™", k € R.

Maintenant pour la solution de 1’équation non homogéne, on a : h(x) = k:(az)ew2 qui implique
que

2

K (x) = —xze® = k(z) = — /a:ew .
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Ainsi :
1 . .
k(x) = —Ee’” + ¢ qui donne que
1 2
h(x) = —5 +ce ™, c€eR.

1

h’(w) B _1 + ce—scz’
2

= z(x) =

et ceci noms ramene a donner la solution générale de (*) sous la forme

y(m) =z + 1
-5 + ce—*?

4.3 Equation différentielle du second ordre a coefficients constants

Soienta,b € Ret f : I — R une fonction continue.
L’équation
Yy’ +ay’ + by = f(z) (E)

est dite équation différentielle de second ordre a coefficients constants avec second membre.

4.3.1 Equation homogene

L’équation (E) sans second membre est dite homogene.
Ainsi, soit :
Yy’ +ay +by =0 (Eo)

Définition 4.6. L’équation
r>+ar+b=0, (©

ontT € R est dite équation caractéristique de I’équation différentielle homogéne (Ey).

Notons le discriminant de (Eg) par
A = a? — 4b. nous avons alors 3 cas .

Premier cas : Si A > 0, alors I’équation (c) admet deux racines réelle distinctes rq et rs.

La solution générale de (Ey) est de la forme

r1E

Yo = c1€™% + coe™* ol ¢y et ¢ sont des constantes réelles.

Deuxiéme cas : Si A = 0, alors [’équation (c) admet une racine double r et la solution de (Eq)

est de la forme :
Yo = (c1 + cax)e™, (c1,ca € R).
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Troisieme cas : Si A < 0, alors ’équation (c) admet deux racines complexe r1 = 3 + 1w et

ro = 3 — 1w (B, w € R) ainsi, la solution de I’équation (Ey) est de la forme :
Yo = (c1 cos(wx) + ¢y sin(wx))eP”, (c1,cy € R)

Exemple 4.9. ® vy’ + 2y’ — 3y =0 (1)

L’équation caractéristique est :

r?’+2r—3=0 (A =16).

Donc r1 = 1 et ro = —3. D’oul la solution de (1) est :
Yo = c1€” + cre 3, ci,co € R.
Oy’ —4y’' +4y =0 (2)

L’équation caractéristique estr®> —4r +4 =0 A =0etr = 2

Ainsi, la solution de (2) est de la forme
Yo = (c1 + cax)e®®, c1,c2 ER.

®y’' +4y =0 (3)
L’équation caractéristique estr? +4 =0 = r? = -4 = r2 =4i2 = r = 2ionr = —2i.

Donc, la solution (3)

Yo = c1 cos(2x) + casin(2x), c¢1,c0 € R.

4.3.2 Equation non homogene
La solution générale de 1’équation (E) s’écrit sous la forme
Y=Y+ Y1
ou Yo est la solution de 1’équation homogene (Ej) et y; est la solution particuliere de I’équation

avec second membre.

a) Second membre comme un polynome de degré n

Yy’ 4+ ay’ + by = P,(x)

ou P, est un polyndme de degré n.
Premier cas : Si b # 0, alors on cherche y; sous la forme d’un polynome de degré n.

Deuxieme cas : Si b = 0, alors y; = xQ,,(x) avec Q,, un polyndme de degré n.
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Exemple 4.10. y”’ 4+ 2y’ — 3y = x3 + 2z + 1 (%)
Ona:yy = cie®+ cze 3%, c1,cy € R.

On cherche une solution particuliere de la forme :
_ 3 2
Y1 = apx” + a1x” + azx + as.

Y, = 3aox® + 2a1x + ax et Y = 6aox + 2a4,

Nous remplacant ces termes dans (*), nous avons :
6aox + 2a, + 6a0m2 + 4a,x + 2a5 — 3a0:v3 — 3a,1:132 — 3a1x — 3az = x3 +2x+1

par identification, on a :

( (

—300:1 a0=—1/3
60,0—30,120 a1:—2/3
=
6a0—|—4a1—3a2:2 azz—%
(2a1 + 2a; — 3a3 = 1 \a3:—%.

Ainsi, la solution générale de () est :

1 2 20 61
x) = c1e® + coe 37 <——:c3 ——x? - —x— —) .
y(@) = e + e 4 | —3 3 9" 27

b) Second membre de la forme e"* : (n € R)

On cherche une solution y;, pour cela, on distingue 3 cas suivant les valeurs de .
® Si n n’est par une racine de 1’équation caractéristique, alors y; = ke™, k € R.
® Si n est par une racine simple de I’équation caractéristique, alors y; = kxe™®, k € R.

® Si n est par une racine double de 1’équation caractéristique, alors y; = kx2e™®, k € R.

Exemple 4.11. y” — 4y’ + 4y = e>* ().
Ona: yo= (c;+ coxr)e®®, ci,co €R.

On cherche y' = kx?e?®. Ainsi,
Y, = 2kxe® + 2kx’e® = y’ = 2ke®” + 4kxe® + 4kze®® + 4kxe®”.
Donc, (%)
=2ke?® 4 4kxe®® + 4kxe®® + 4kx?e®® — 8kxe®® — 8kxe*® + 4kx?e?X = 2
=2ke* = e** = k = %

Ainsi, la solution de (xx) est de la forme :

e2m
y = (c1 + cox)e® + o CL e € R.
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c¢) Second membre de la forme sin (nx) : (n € R) (on cos(nx))

Dans ce cas, il y’ = 2 cos:

Premier cas : Si m n’est par une racine de 1’équation caractéristique, alors
y1(x) = kq cos(nx) + kysin(nx), ki, ks € R.

Deuxieme cas : Si n est une racine de 1’équation caractéristique, alors :

y1(x) = x(kq cos(nx) + ko sin(nx)).

Exemple 4.12.
y” + 4y = cos x.

On soit que Yo = ¢1 cos(2x) + cz sin(2x), c1,c2 € R.

Remarquons que i n’est pas une racine de l’équation caractéristique, donc :

y1 = kicosx + ko sinx

= yi = —kisinx + kycosz = y) = —kj cosz — kysinz.
Ainsi :
— kicosx — kysinx + 4k, cosx + 4kosinax = cos x
=3k;cosx + 3kysinx = cosx

par identification, on a :

k?2:

Ainsi, la solution générale est de la forme

W=

kl -
) 1
Yy = ¢; cos(2x) + co sin(2x) + 3 cos.

d) Second membre de la forme P,,xe™*(ou P, est un polynome de degré n),
n € R

Premier cas : Si nn n’est pas une racine de 1I’équation caractéristique, alors on cherche une solution
particuliere de la forme y; () = Q,(x)e™™ ou Q,, est un polyndme de degré n.

Deuxiéme cas : Si n est une racine de multiplicité la (k = 1, 2) de I’équation caractéristique de

la forme
y1(x) = 2*Qn(x)e™

ou @,, est une polynome de degré n.
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Exemple 4.13.
y' — 2y +y = (xt2)e” (E)
L’équation sous second membre est
y' -2y +y=0 (Eo)
L’équation caractéristique de (Ey) est :
r?—2r+1=0 = (r—1)*>=0 (c)
Ainsi :
Yo = (€1 + cax)e”.
Maintenant, puisque 1 est une racine double de 1’équation (c), alors la solution particuliére est :

y1 = x*(ax + b)e”.

y' = 2z(ax + b)e” + e® + x*(ae” + (ax + b)e”)
= 2az’e” + 2bxe” + ax’e” + x*(ax + b)e”
= 2ax%e® + 2bxe® + ax?e® + ax3e® + bx2e”
et
Yy, = 4axe® + 2ax’e® + 2be® + 2bxe® + 2axe”
+ ax?e® + 3ax?e® + ax3e® + 2bxe” + bx?e”
En remplacant dans (E), on obtient :
daxe® + 2ax?e® + 2be® + 2bxe® + laxe® + ax?e® + 3ax?e”
+ ax3e® + 2bxe® + bx?e® — 4ax?e® — 4bxe® — 2ax’e”
— 2ax3e® — 2bx%e” + ax3e® + bx?e® = xe® + 2e”

ainsin par identification, on a :

1
6a =1 a =

6
2b=2 b=1
Ceci implique que
2 1 x
Yy =x (Ew—i—l)e .
Ainsi, la solution générale de (E) est donnée par :

T
y = (c1 + cax)e” + m2(g +1)e®.

4.4 Exercices

Exercice 4.2.



® Pour x €] — 1, 1], résoudre
Yy (x) + y(x) = €** + e® + 3sinx.

® Pour x € R, résoudre

2y (z) — 2y(x) = 2,

® Pour = €| —7, 7[, résoudre
Y (x) + 2tgxy(x) = sinx.
@ Pour = €]7, 5[, résoudre
y'(z) +tgzy(z) = o7

® Pour x € R, résoudre
(1—=z*) y'(z) — 2zy(z) = =°.

Exercice 4.3.

® Pour = €]0, 1], résoudre
y(@) - ty@) = 1+ vVI— 2.
® Pour = €]1, +o00[, résoudre

Y (@) + sipy(@) =1+ 5

zlnzx Inz®
® Pour x €]0, 1], résoudre
z(1— )y (z) +y(z) = .
@ Pour z € R, résoudre

zy' () —y(x) = xlnx.
® Pour x € R*, résoudre

zy' (z) — (z+1)y(z) = 22/1 + e*.

Exercice 4.4.

® Pour x € | — 1 + oo|, résoudre
y(@) +y'(z) = z(2y(z) — y'(2))-
® Résoudre pour y(1) = 3,
zy(z)y'(z) = y*(z) — =*.

® Résoudre pour y(0) = 1,
2y(z)y'(z) = y*(z) + 2shz.

@ Sont o > 0. Résoudre pour

y(1) =1,

ry'(z) = z* + (1 + )y*(z).

® Pour z € R, résoudre

2y (2)— (1+@)y(@)+e® (1 + a?)
0.

@ Pour x € |3, +00|, résoudre

(x —3)y'(x) — 3y(x) =« + 5.
® Pour = € R, résoudre

Yy (x) + thzy(x) = sha.

® Pour = €]0, 7{, résoudre
(xcosx)y’'(x) + (cosx +
rsinz)y(x) = 1.

© Pour x €| 1, +o0, résoudre

T

y(@) - ty(@) = 2.

® Pour x €]1, +oo[ résoudre

Y (z) — 2y(2) = g

@ Pour x €]0, 1], résoudre

z'(x) —y(z) = .

® Pour x € R, résoudre

y'(z) + y(z) = z°.

® Pour x €]e™ !, +o0o|, résoudre
14+ Inz)y (x)+ iy(m) =2+ Ina.
® Pour x € R*, résoudre

y'(x) — %y(w) = Arctgx + In .

® Résoudre pour y(1) =1,

1 1
y(@)y' (=) + —y* (@) = —.

T 2z
@ Résoudre pour y(1) =1,
2y(z)y'(z) — ;y*(z) = Inz.
® Résoudre pour y(1) = 2,

2zy(z)y'(z) — 3y*(z) + =* = 0.

® Résoudre pour y(0) = 2,
1+y*(z) — (2* — 1y(z)y'(z) = 0.



© Résoudre pour y(1) = 1,
1
@)y (@) — v (@) = .

Exercice 4.5.

O Résoudre pour y(1) =1,
2y (@)Y (z) — y'(z) = 2* Ina.

® Résoudre pour y(1) =1,

Y (2)ve —y(z) + (z —
2V/x)/y(x) = 0.

® Résoudre pour y(0) = 7 et
y'(0) =0, (y'(x)* = ¥'(z) + =.

@ Résoudre pour y(1) = 1et
y(1) =1L zy"(x) —y'(x) = Inx.

®© Pour x € R, résoudre

zy”(z) — y'(x) = 223 Arctg x.

Exercice 4.6.

Résoudre
0y’ (z) — 4y(x) = 4e™ 2=,
(3]

y" () — 2y’ () + y(x) = 2 — sin .
(5]

y" (x)—8y'(x)+16y(x) = e*®+cos x.

0y’ (z) + 2y'(z) + 5y(x) =
2chx 4+ 4sh x.

0 y"(x) — 4y'(z) + 3y(z) =
x’e® 4+ sinx + xe?* cos x.

Exercice 4.7.
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{© Résoudre pour y(1) =1,
v (@)Y (z) + ;y°(x) = 5.

® Résoudre pour y(0) =1,
y(2)y'(z) +
x (1 —2\/x?% + yz(m)> = 0.

@ Résoudre pour y(1) =1,

y(z) = 2@ o @)

xr

® Résoudre pour y(1) = 1et
y'(1) =0,
x%y" (x) — zy’(x) = x3e®.

® Résoudre pour y(1) = 1let

y'(1) =0,

(z? + 1) y"(z) — 2zy'(z) =
(2 + 1),

@ Pour x € R, résoudre

ey(e) /(@) = 1+ Y7,

0y’ (z) + y(x) = sinx.

(4)

y"(x) — 6y’ (x) + 5y(x) = e°* + cosx
6)

Y’ (x)+ 2y’ (x) +4y(x) = xe®+cos x.

0 y"(x) — 2y'(x) + y(x) = ze”.

Dy’ (z) — 4y'(z) + 5y(z) =
x? + 23 + e**sin x.



O Pour x €]0, [, résoudre
y'(2) +y(z) = — 5

® Pour x €] — 7, ;[T:ésoudre
Y’ (z) — 2y (x) + 2y(z) = Sop-
® Résoudre
y"(z) — 5y'(x) + 6y(=)
= (2 +17x + a:z) eb®.

@ Soit w > 0. Résoudre

y"(x) + w?y(x) = coswx.

© Résoudre
y”’(x) + 9y(x) = cos 3x + sin 3x.

Exercice 4.8.

O Résoudre

z%y" () + zy'(x) = Inx.

® Pour z € RY, résoudre

z?y" (z) + zy'(z) — y(z) = 4.

@ Soit o € R Résoudre
Y’ (x)+2ay’ (z) +y(x) = e®+e 2.

@ Soient o, w € R. Résoudre

y"(x) + a®y(x) = 3sinwz.

® Pour z € R*, Résoudre
zy”(z) — y'(x) + (1 — z)y(x) = 0.

Exercice 4.9.

O Pour z € R, Résoudre

wy”(xz) + (1 + z)y'(z) +y(z) =
() e

® Pour x € R’ , résoudre x*y" () +
dzy’(z) + (2 — 2?) y(z) = = + 1.
® Résoudre

z?y" (x) — 6y(x) = * In x.

® Pour = €] — 7, 7[, résoudre

Yy’ (z) + 4y(x)
O Résoudre

y"(x) — 2y’ (x) + y(xz) = e® + sin® z.

® Soit w > 0. Résoudre

y"(x) + w?y'(x) = 0.

O Soit o € R. Résoudre

y'(z) + ay'(z) + (a — 1)y(x)

= sin(a — 2)z.

@® Résoudre y” (x) + y'(x) = 3 cos x.

® Pour z € R}, résoudre

Y (@) — Ly (x) = 12,

® Résoudre L

y'(z) + —y'(z) — y(x) = Inw.
x T

® Soit a € R. Résoudre

y'(z) +2(1+ a)y'(z) + y(x) =

x + x? + x3.

® Soient o, w € R Résoudre

y'(z) + 2y’ (x) + ay(x) = cosw.

@ Résoudre

(1+2%) y"(x) — 2zy'(z) + 2y(z) =

6 (1 + x2)%.

® Pour x € Ry, résoudre
1
2, ./ / _
2y’ (z) — 3uy' () — Sy(@) = —.

@ Pour a ER], résoudre

z?y"(z) + zy'(x) —y(z) = 1+ 2°.

® Résoudre
(1+2?) y"(z) — zy'(z) =1+ 22
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@ Résoudre

z?y" (x) — 2zy’(x) + 2y(x) =
x21n? .

© Pour x € |1, +oo| résoudre

(1 —-=z)y"(z) +zy'(x) — y(z) =
x? — 2x + 2.

Exercice 4.10.

@ Résoudre

z?y"(x) — 4zy'(x) + 6y(x) =
(z — 1)3 sachant que I’équation
homogéne assolée posséder doux
solutions qui sont de la forme
y(z) = z* avec k € N.

® Soient I un intervalle contention O
et p.q : f — R deux fonction
continues Montrer que I’équation
différentielle.

Y (@) + p(@)y () + a(@)y(z) =

n’admet par simultanément z et x>

=)

pour solution.

® Soit f : R — R la fonction définie
+OO 3n

par: f(z) = 3 &

1) Vérifier que f est solution de

I’équation différentielle

y'(z) + v (z) + y(z) = €”.

2) En déduire la somme de la série
+oo
1
nz=:0 (3n)!*
@ Trouver la fonction

f 3]0, +oo[— R de classe C* qui ne

s’annule pas sauf pour x = 1 et qui

vérifie : /w f)dt = fz(m).
1

xr

Exercice 4.11.

Résoudre les équations de Bernoulli suivantes :

® Résoudre y"' () + iy’(m) = o2

2

@ Résoudre
z%y" (x) — zy'(xz) — 3y(x) = Inx.

® Résoudre

z?y" (z) — dzy’(z) + 6y(z) =
1
14x
une solution de I’équation homogene

(z — 1)3 sachant que y(x) = 5 est

assolée.

O Soit w > 0. Trouver toutes les
fonctions f : R — R* de sorte que la
fonction g : R — R* définie par
g(x) = e“® f(x) soit solution de
I’équation différentielle :

y"(@) +wy' (@) - 43 = 0.

® Un corps de masse m tombe
verticalement d’une certaine altitude.
Sa vitesse initiale est nulle. De plus, on
suppose que la résistance de I’air est
proportionnelle au carré de sa vitesse.
1) Etablir I’équation du mouvement et
la résoudre.

2) Déterminer la vitesse limite que

peut atteindre ce corps.

® Soient a, 3 > 0. Résoudre pour
f(0) =1etg(0) = 0.

f'(z) + f(x) = ag(x)

g'(z) + g9(x) = Bf(x)

&9



0330 = O,yo =1let
Y (z) = zy*(z).
@130 = O,’yg = —%et
y(@)y'(z) — y*(x) = =y ().
6330 = 1,y0 =1let
2xy’(x) + y(z) + 3z°y*(x) = 0.

0a,08>0,xg=0,y = %et
y'(z) = ay(x) — By*(x).
@.’EO = 1,’y0 = 2et

y'(x) — 2y(x) = 22y?(z).

Exercice 4.12.

Résoudre les équations de Bernoulli suivantes :

CC() = O,y() = ﬁet
y'(z) — (x) cosx = y*(x) cos x.
wo = O,yo =1let

y'(z) + zy(z) = zy*(z).
[5]x0 = 0,90 =1et

y'(z) —y(x) =
(7]20 = 1,90 = 2et
zy®(z)y'(z) — y*(z) = y**(=).
@CBO = O,yo =2et
(1+ 2% y'(z) = 2zy(z) (y*(z) — 1).
CBO = O,yo =2et

y'(z) — 4y(z) = —2¢%(x).
a}'() = 1,'y0 =1let

y'(x) — zy(x) = —/y?(x).

Exercice 4.13.
Résoudre les équations de Riccati suivantes :

cos2my3(w)-

e2x

0:120— 1,y0=2et
y'(@) = y*(@) + Ly(a) = 5.
G)wo—O,yo:Oet

y'(z) = y*(z) —2ey(x) + e +e”.
®xy =0,y =0et

y'(z) = z2?y*(z) + =°.

@xyg =0,y =2et

zy'(z) — y(z) + ¥’ (z) = y(z) — 1.

@wo = O,yg =1et
Y (@) + y(@) = y? (o).
9500 = 1,y0 =1let
y'(z) + Jy(@) = —y*(z) Ina.
Oa>0,r0 =0,y = 5 et
Y (x) — 2ay(z) = —2y°(z).

@iﬁo = ]_,yo =2et
Y (z) — Jy(@) + =y (x) = 0.
@IBO = 1,y0 =1let

Y () — 5;y(x) = ¥*(2).

[2]@o = 3,90 = \/%et
y'(z) + y(x) sinz = —y3(x) sin z.
w() = ]_,yo =2et
Y (z) — Jy(z) =
@mo = 1,y0 =2et
y'(z) — y(z) = =z'y* ().
130 = ]_,y() = \/§et
v'(z) — Jy(@) = V1+ 2%y’ (a).
3','0 = O,yo =2et
Y () — 159(2) = 72y’ (@)-
mo = 1,y0 = %et
y'(z) — Jy(@) = —V/2%y(z).

Inx

?yz(w)

9:1:0:O,y0:0et

y(x) = y?(x)—2e~7y(x) +e % —e .

@mOZO,y():?)et

y'(z) = y*(z) —y(z) — 2.
@w() = ]_,y() =0et

z? (y'(z) + y*(z)) = 2.
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Exercice 4.14.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

Oxg =0,y =0et

y(x) cosy(x) = x.
®xy =0, yow: Oet
/ —

Y = @

@ xy =0,y =0et

y' () + zy?(x) = —=x.
@xg =0,y =0et

(1 + 22)y'(x) = ze¥@.
Oz, = %,yo = —1et

2y (x) — y*(z) = 1.

Exercice 4.15.

O 1) =0,y = 5 ety’(x) = siny(x).

9w0=0,y0=0et
T

YO =T

O®xyg =0,y =0et

y'(z) + 2*y*(z) = —a.
Oxy =0,y =+/e —1let
y(x)y'(z) + zy*(z) + = = 0.

O zo=0,y, =2ety?*(z)y’(z) = x>

Résoudre les équations différentielles suivantes :

Oxy =0,y = lety (z) = zy*(x).

© zo = 0,0 = 1 et y/(z) = xy’ ().

6$0 = O,yo = %et
y'(z) tgy(x) + e” cos® y(x) = 0.
@CUO :4,y0 =2et

(z —3)*'(z) = z\/y(z) — 1.

@.’BO = O,yg = %et
y'(z) 1

\/l—yz(w) - \/1—:82 )

Exercice 4.16.

Oxr)=0,y, =1et

y'(z) = y(z) — 2y*(z).

@.’L’O = 1,y0 = \/get

y(x)y'(z) + 2x/4 — y*(x) = 0.
@wo = O,’yo = %et

y'(z) tgy(x) + 2° cos® y(x) = 0.
@:130 = O,yo =2et

Y (z) = y(z) — ;-
Dxg=1,y0 = vVe—1let
wy(z)y'(z) =

1+ 2 + y*(z) + 2°y*(x).

Résoudre les équations différentielles suivantes :

ﬂmozl,ygzlet

y(z)y' (x) — (xz + sinz)e ¥ ®) = 0.

®xy=0,y0 =0etx(l+ 2y(x)+

v (z)) — (1+2*)(1+y(z))y'(z) = 0.

6%0 = 1,y0 = \/§et
z* + y*(z) — 22°y(z)y'(x) = 0.

@wo = 1,y0 =1let

zy°(z) — z?y*(z)y'(z) = 0.
95D0 = ]_,yo =2et

y,(w) - %y(w) = lny(yw()m—)lna:'
®xyg=m,yo = met

y'(x) 4 sin (—mﬂz’(m)) = sin (—m_g(m)> .
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@ xp,yo =0ety'(x) =
coSs (@—l—a:) + cos (@—w)

Oxyg =0,y = —Vvet—1let
y(@)y'(z) — (z° + €®) (1 + y*(z)) =

0.

Exercice 4.17.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

®y'(0) =y(0) =0et

y'(z) =1+ (¥'(2))°.

8330 = O,yo = %et

(1 +2)y'(z) = y(=)(1 — y(z))-

® Trouver la fonction y :]0, +oco[— R

de classe C* qui vérifie

Zz siny(t
y(w)=§+/ #dt
1

Exercice 4.18.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

y(z)

Ozxy=1,y0=0ety'(x) =2

O xyg =1,y =0et

2y (z) = 2° + zy(z) — y*(z).
O@xy=1,y0 = J et
zy'(x) = y(x) — 2x3 sin ( (w)> .
Qxy =1,y = et

2y (x) = y(@) — a*tg (12
®xog=1,y0 =0Oet

zy'(z) = y(x) + Va2 + y*(z).

Exercice 4.19.

O xy =0,y = 1ay,(0) = let
2y (x)y" (x) =

(v'(®)* (14 (v'(2))*) -
Oxry=0,y0=1et

y(@)y'(z) = —x + a2 + y*(x).

Qw(,:O,yO:let

y'(z) = \/W — cos .

9w0:0,y0:1et

z?(1 — 3y(z)) — y'(z) = 0.

Oxyg=1,y0 =0et

zy'(x) = xe™ y()—f—y(:c)
Oxo=1,y0 = T et

zy'(x) = y(x) +  cos? ( ()>.
Oxy=1, yoz—et

zy'(x) —y(w)+a:tg< ),
Oxyg=1,y0 = 1let
y’(w):%—2\/@.
@wozl,yozéet

y(x) + (z —y(x))y'(z) = 0.

Résoudre les équations différentielles suivantes :

0y(1) =0,y'(1) = et

oy (z) — 2y (x) = —22° (y'(x))*.
O®xyg=1,u9 =0et

z? +y? + 2%y =0.

Oxyg=1,y0 = 2et

zy'(z) = y(x) (1 + In (@)) .

9330 = 2,’y0 = —3et
_ _ 2z+y(x)+1
v'(@) = - mee
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@® Soient I un intervalle ouvert,

p.q : I — R deux fonctions continues et
Y1,Y2 : I — R deux solutions
linéairement indépendantes de I’équation
différentielle.

y"(z) + p(z)y'z + q(z)y(z) = 0.

1) Montrer que pour tout x € 1 :

yi(z) + y3(x) # 0.

2) Montrer que s’il existe deux éléments
a < bde I pour lesquels

y1(a) = y1(b) = 0, il existe au moins
un élément c de Ja, b| pour lequel

ya2(c) = 0.

3) En déduire que les zéros de la fonction

y1 sont isolés.
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® Soit g : R} — R une fonction

continue telle que

+oo
/ q(t)dt = +oo.
1

Montrer que toute solution de I’équation
différentielle

y"(x) + q(x)y(x) = 0. s’annule une
infinité de fois.
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5.1 Intégrale double sur un rectangle fermé

Soienta < betc < d quatre nombres réels et f : [a, b] X [¢, d] — R une fonction continue.

Alors, les deux fonctions g : [¢,d] — Reth : [a,b] — R définies respectivement par

g(y) = / flzoy)dz et h(x) = / F (@, y)dy,

sont continues. De plus,
d b
/ 9(y)dy =/ h(z)dx.

Définition 5.1. Par définition, le nombre réel

/cdg(y)dy = /abh(fv)dw,

est appelé Uintégrale double de la fonction f sur le rectangle fermé D = [a,b] X [c,d] et est
noté In(f).
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Par convention, on écrira

In(f) :/Cdg(y)dyz/cd (Lbf(m,y)dw) dy:/cddylbf(m,y)dm
= [(naae = [ ([ t@way)dz = ["do [ sy
-/ /D f(x, y)dady.

Propriétés

Soient f,g : D = [a, b] X [¢,d] — R deux fonctions continues. Alors,
1) Linéarité. Vo, 3 € R :

//D(O‘Hﬁg)("”’y)d‘”dy = a//D f(w,y)d:vdy+ﬁ//Dg(:c,y)dmdy.

) \ /I f(w,y)dwdy‘ < [[ 1#@v)ldedy.
3)Sif>0:

2) / /D f(=,y)dady > 0.

b) //D f(z,y)dedy =0<= f = 0.
HSif > g:

a) //Df(w,y)dwdyZ//Dg(w,y)dwdy-

b) //D f(z,y)dzdy = //D g(z,y)dzdy <= f = g.

5) Aire(D) = // dxdy = (b — a)(d — c).
D

6 S = i tM - 5

) Sim (w{g)lng(w,y) e (;g?ng(w,y)

m Aire(D) < // f(z,y)dxdy < M Aire(D).
D
Proposition 5.1. (Théoréme de la moyenne) Soit
f:D=]a,b] X [c,d] = R,

une fonction continue. Alors, il existe au moins un élément (g, Yo) de D pour lequel on a

//D f(z,y)dzdy = f (xo, yo) Aire(D).
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5.2 Intégrale double sur un ouvert borné de R2

Un sous-ensemble D de R? est appel€ un rectangle fermé s’il peut s’écrire sous la forme
D = [a,b] X [c,d]

ou a, b, c et d sont quatre nombres réels tels que a < bet c < d.
Nous dirons que (D), est une famille de rectangles fermés quasi disjoints si pour tout
couple d’entiers p # q :
f)p N f)qz 0.

Proposition 5.2. Soit D C R? un ouvert borné non vide. Alors, il existe au moins une famille

(Dg) xen de rectangles fermés quasi disjoints telle que
+oo
D = | J D..
k=0
De plus, si f : D — R est une fonction continue et bornée,

—+o0
> b ()] < +oe.

k=0

Proposition 5.3. Soient D C R? un ouvert borné, (Dy),cy et (f)k> deux familles de
kEN

rectangles fermés quasi disjoints telles que
—+o0 —+o0 N
U D.=D=J Ds,
k=0 k=0
et f : D — R une fonction continue et bornée. Alors,
—+oo “+oo
Y In(f) =) Ip.(f)
k=0 k=0

Définition 5.2. Soient D C R? un ouvert borné, (Dy,),, e une famille de rectangles fermés quasi
disjoints dont la réunion est D et f : D — R une fonction continue et bornée. Alors, par

définition, le nombre réel
“+o0
Z Ip, (f )
k=0
est appelé Uintégrale double de la fonction f sur D et est noté

// f(x,y)dxdy ouencore In(f).
D
Ainsi,

In(h) = | /D f(w, y)dady = +ilpk(f)-
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5.2.1 Propriétés

Soient D C R? un ouvert borné et f, g : D — R deux fonctions continues et bornées. Alors,
1) Linéarité. Vo, 3 € R :

//D(aerﬁg)(w,y)dwdy = a//D f(w,y)dwderﬁ//Dg(w,y)dwdy-
2) ‘ / Df(w,y)dwdy‘ < //D 1 (2, ) |dady.
3)Sif>0:
o | /D f(w, y)dwdy > 0.

b) //Df(ac,y)d:vdy:0<=>f:0.
HSif=>g:

a) //Df(w,y)dwdyZ//Dg(w,y)dwdy-

b) //D f(z,y)dzdy = //D g(z,y)dzdy < f = g.

5) Si = inf t M = ’
) Stm (w,ly%ED f(CU, y) © SUP (z,4)eD .f(w, y)

m Aire(D) < //D f(z,y)dxdy < M Aire(D).

6) Pour toute famille (D), <y de rectangles fermés quasi disjoints dont la réunion est D, on a

+oo +o0
Aire(D) = // dzdy = Ip,(1) =) Aire (D).
D k=0 k=0
7)Si f < g,le volume V de
E={(z,y,2) €ER’: (z,y) € D, f(z,y) <z < g(z,9)},

estdonné par V = [[ (g9(x,y) — f(z,y))dzdy.
8) Si D; C Dy C R? sont deux ouverts bornés non vides. Alors,

//D |f(z, y)|dzdy < //D |f(z, y)|dzdy.

9) Soit (Dy) ¢ une famille de sous-ensembles ouverts non vides et disjoints de R* dont la réunion

est D. Alors, pour toute fonction f : D — R continue et bornée, on a

/ /D £z, y)dady = :2::0 ( / /D k f(w,y)dacdy) .

10) Par convention, si la fonction f est continue sur le compact D, on pose

//D f (@, y)dady = //D f(x, y)dady

Toutes les propriétés données ci-dessus pour / / f(z, y)dxdy restent valables pour / / f(z,y)dzdy.
D D
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5.2.2 Calcul des intégrales doubles

Proposition 5.4. Soient a < b deux nombres réels et ®, ¥ : [a,b] — R deux fonctions conti-

nues telles que pour tout x €la, b[: ®(x) < ¥(x). Posons,

D={(z,y) ER*:a<z<b,P(x) <y<¥(x)}.
Alors, pour toute fonction continue

f:D={(z,y) ER*:a<z<bd(x)<y<¥(z)} >R,

ona
//D f(z,y)dzdy = /ab <[::) f(:c,y)dy> de = /ab dx [::) f(z,y)dy.

Remarques :

1) Supposons que f,g : D — R sont deux fonctions continues telles que sur

D: f <getposonspoura < ¢ < b:

(<)
MO=/‘“MQw—ﬂQwMy

(¢
Alors, A(¢) est la surface plane obtenue en coupant le corps

E={(z,y,2) ER®: (z,y) € D, f(z,y) < 2 < g(z,y)},

b
par le plan d’équation © = ¢. Le volume V de Eest V = / A(¢)d¢.

z=g(z,y)

. ]
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2) Aire(D) = // dxdy = / dr /‘:?) = /ab(\Il(a:) — ®(x))dx.

3) Dans le cas particulier, ot ®(x) = cet ¥(x) = d, on a bien

//D f(z,y)dzdy = /abdw/cdf(w,y)dy-

Proposition 5.5. Soient ¢ < d deux nombres réels et ®, W : [c,d] — R deux fonctions continues

telles que pour tout y €|c,d[: ®(y) < ¥(y). Posons

D = {(a:,y) ER?:P(y) <z < ¥(y),c<y< d}.
Alors, pour toute fonction continue

f:D={(w,y) eR*: ®(y) <z < ¥(y),c<y<d} >R

mMﬁ@@M@Z[%ﬁjvmwmywi/@Lf%@ww,

D

x =Py

=1

Changement de variables

Proposition 5.6. Soient E, D C R? deux ouverts bornés et (p,1) : E — D une bijection de

classe C*. Alors, pour toute fonction f : D — R continue et bornée, on a

f (@, y)dady = ﬂwumwmm)(%w(w>
/], /], ey

_ OpdY O OY
= //E f(p(u,v), ¥(u,v)) '%% — %%’ (u, v)dudv.

dudv

Cas particuliers : Pour les coordonnées polaires

x = p(p,0) = pcosb e D(p, 1) (5 0) = p.
y = 9(p,0) = psinb, D(p,0) "’
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5.3 Intégrale double sur R?

Une famille (Dy), o de sous-ensembles ouverts et bornés de [R? est appelée un recouvrement

régulier de R? si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
1) VkE € N: Dy C Dg41.
2) Vr > 0,3k, € Ntel que

{(z,y) €R*: 2| < 7, |y| <7} C Dy,

Proposition 5.7. Soient f : R?> — [0, +o00 [ une fonction continue et (Dy) ey, (Dk> deux
keN
recouvrements réguliers de R2. Alors, on a I’alternative suivante : ou bien les deux suites (dy,) et

(dk) définies respectivement par

dy. =/ flz,y)dzdy et dy, =/A f(z,y)dzdy,
Dk Dk

convergent vers la méme limite ou bien lim dp = lim dp = +oo.
k—+o00 k—+o00

Définition 5.3. Soient f : R*> — [0, 4-00 [ une fonction continue et (D)o un recouvrement

(dk =/ 5 f(w,y>d:cdy) ,

converge, sa limite est appelée Uintégrale double de la fonction f sur R? et on écrit

régulier de R?. Si la suite

// f(x,y)dedy = lim dp = lim / f(z,y)dzdy.
R2 k—+o0 Dy,

k—+o0

Pour exprimer que l’intégrale double ci-dessus converge, on utilise la notation

/ /R f(w,y)dady < +oo.

Dans le cas contraire, on écrit // f(z,y)dxdy = +oo.
R2

Proposition 5.8. (Critére de comparaison) Soient f,g : R> — [0, 00| deux fonctions conti-
nues telles que pour tout (z,y) € R?2: 0 < f(z,y) < g(z,y).
Alors,

1) // g(z,y)drdy < o0 = / f(z,y)dzdy < +o0.
R2 R2

2) //R2 f(z,y)dzdy = +o00 = //Rz g(z,y)dxdy = +oo.

Proposition 5.9. Soit f : R?2 — R une fonction continue telle que

//R2 | (@, y)|dedy < +oo.
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Alors, la suite

(dk =/ 5 f(w,y>da:dy) ,

converge et sa limite est indépendante du recouvrement régulier (Dy,) ken de R? choisi.

Définition 5.4. Soit f : R2 — R une fonction continue telle que

/ |f(x,y)|dzdy < +oo.
R2

(dk = / . f(w,y)dwdy) ;

oit (D) ey est un recouvrement régulier de R2 est appelée ’intégrale double de la fonction f

Alors, la limite de la suite

sur R? et on écrit
// f(z,y)dxdy = llm di, = llm / f(z,y)dxdy.
Dy,

Proposition 5.10. Linéarité. Soient f, g : R — R deux fonctions continues telles que

/ F(x,y)|dzdy < +oo e / 19(, y)|dedy < +oo.
R2 R2

Alors, pour tout couple o et B de R, on a

//Rz(af + Bg)(z,y)dzdy = o //R2 flz,y)dxdy + 3 //RZ g(z,y)dzdy.

Proposition 5.11. Soit f : R? — R une fonction continue telle que

//Rz |f(x,y)|dedy < +oo,

et supposons qu’a chaque o« € R*, on puisse associer une fonction continue g, : R — R

vérifiant les deux propriétés suivantes :
DVyl <aexeR:|f(z,y)] < galx);

2) lintégrale généralisée | j:: go(x)dx converge.

|| f@wydady = [ " ( /- - f(w,y)dw)

Exemple 5.1. Calculer I = // f(z,y)dxdy
D

ou D est la couronne limitée par les cercles de centre O et de rayons respectifs a et b(0 < a < b)

Alors,

et
1

f(z,y) Zm



Le domaine D est obtenu lorsque les coordonnées polaires (v, t) parcourent le rectangle
A = [a,b] X [—-7,m].

D’autre part

f(rcost,rsint) = —-

r

. drdt

I:// f('rcost,rsmt)rd'rdt:// .
A A r

Comme les variables se séparent, on a immédiatement

= 5 (%) ([ ) -orm

Exemple 5.2. Calculer I = // f(z,y)dxdy
D

ot D est le disque de centre O et de rayon a et

Donc

f(wa y) = (CE + y)2'
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Le domaine D est obtenu lorsque les coordonnées polaires (v, t) parcourent le rectangle
A =[0,a] X [—m,n].
D’autre part
f(rcost,rsint) = (rcost + rsint)? = r?(1 + sin 2t).

Donc
I= // f(rcost,rsint)rdrdt = // r3(1 + sin 2t)drdt.
A A

Comme les variables se séparent, on a immédiatement

@ 7’ ) r41? cos2t|” ma*
I= / rodr (L+sin2t)dt ) = |—| |t — = —.
0 —7 4 0 2 —7 2

Exemple 5.3. Calculer I = // f(z,y)dxdy

D
ot D est le disque de centre O et de rayon 1 et

(z +y)?
(x2 +y* +1)%

f(way) =

Le domaine D est obtenu lorsque les coordonnées polaires (v, t) parcourent le rectangle
A =10,1] X [—m, 7]

D’autre part

(rcost +rsint)?  r?(1 4 sin 2t)
I+r)* A+

f(rcost,rsint) =

Donc

. r3(1 + sin 2t)
I= // f(rcost,rsint)rdrdt = // s—drdt.
A a (1472

103
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Comme les variables se séparent, on a immédiatement

1= </01 ﬁdr) (/_:(1 —|—sin2t)dt) .

En effectuant le changement de variable uw = 12, on a du = 2rdr donc

oo ! u 171 1
/ ———dr = / ———du = —/ — du,
o (1472 o 2(1+4+ u)? 2Jo \1+u (14 u)?

d’on

[ =il s 3] =5 ()
————dr = — (In u — | ==(In2—-——-).
o (1+72)? 2 1+ul, 2 2
/(1+sin2t)dt=[t—

1
I:ﬂ'(ln2——).
2

Exemple 5.4. Calculer I = / / f(x,y)dxdy on D est I’ensemble des points du disque de
D
centre O et de rayon 1, tels que 0 < y < x

Par ailleurs

f(z,y) =2z —y.

Le domaine D est obtenu lorsque les coordonnées polaires (v, t) parcourent le rectangle
A =[0,1] x [0,7/4].

D’autre part
f(rcost,rsint) = 2rcost — rsint.
Donc

I= // f(rcost,rsint)rdrdt = // r?(2 cost — sin t)drdt.
A A

Comme les variables se séparent, on a immédiatement

1 /4 1
// f(z,y)dxdy = </ rzd'r) (/ (2cost — sin t)dt) = §[2 sint + cos t]g/4 =
D 0 0

N
N
Lo =



5.4 Exercice

Exercice 5.1.

O Soit D = [0,1] X [0, 2]. Calculer

e2e+y?
//D T dxdy.
® Soit D = [0,1] x [ ,"} Calculer
// x sin y
pl+4 a:2
[0,1] x [1,2]. Calculer

Y dzdy.
p T2 + y?

® Soit D =

0 Soit D = {(z,y) € R?:
0 <y<x<m}.Calculer

// y2e™dxdy.
D

© Soit D = {(x,y) € R?:
x>0,y >0,z +y < 1}. Calculer

6”2Ydxdy.
D

Exercice 5.2.

0 Soit D = {(x,y) € R?:
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® Soit D = [0, 2] x [0, 1]. Calculer

// (m3 + 3%y + y3) dxdy.
D
A Soit D =

/ x sin xydxdy.
D
® Soit D P’intérieur du triangle de

(0,0), B = (m,0) et

C = (m,m). Calculer

[0, ] X [0, 1]. Calculer

sommets A =

/ x cos(x + y)dzdy.
D

O Soit
D={(z,y) €R*: x> 1,y > 1,
x + y < 3}. Calculer
// dwdy
(z +y)3

@ Soit D =

{(z,y) ER?:0< z < y < 4=z,
1 < xy < 2} Calcule

// x>y’ dxdy.
D

® Soit D = {(x,y) € R?:

O<:v<y<2a:,my<4,:c2—|—y2>4}.1<m<\/§,0<:cy<1,:v2+y2>2}.

Calculer

/ x’ydxdy.
D
® Soit D = {(z,y) € R? :

0<y<ax,x+y—2 < 0}. Calculer

/D |(xz — y)(z + y — 2)|dzdy.

® Soit D = {(z,y) € R? :
1<zy<2,22 <y < 2x?}.
Calculer

/D (a:3 + y3) dxdy.

Calculer

/ xy’dxdy.
D

@ Soit D = {(x,y) € R?:
x < y,y > x?}. Calculer

x sin ydzdy.
D

® Soit D = {(z,y) € R? :
x> 1,4<zy<8,4r—y—4 < 0}.

Calculer
dxdy

D \/a:y.




@ Soit D = {(w,y) € R?:
2+y?<l,z> %} Calculer

//D(w — y)dzdy.

© Soit D = {(xz,y) € R?:
1 < 2 + y? < 4}. Calculer

sin (22 + y?)
// dxdy.
D 2 + cos (x2 + y?)

Exercice 5.3.

0 Soit D = {(z,y) € R?:
x? + y? < 4,y > 1} . Calculer

2

Y
—  dxdy.
//1):1:2+y2 i

® Soit D = {(z,y) € R?:
>+ y?> < 1,z +y > 1}. Calculer

// (a:zdid;z)

® Soit D = {(z,y) € R?:
x? + y? — 2z < 0}. Calculer

Ty (sc2 + y2) dxdy.

0 Soit D = {(z,y) € R?:
16x? +9y? < 144,0 < y < xz}.
Calculer

xdxdy.
D

© Soit D = {(z,y) € R? :
4(x—1)24+9(y —1)2 < 36,y > 1
x — y > 0}. Calculer

// xydxdy.
D

Exercice 5.4.
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® Soit D = {(x,y) € R?:
z(hr—-1)+1<y<Ilnz}.
Calculer

/ xdxdy.
D

O Soit D = {(x,y) € R?:
1< (xz—2)"+9y* <4,y >0}
Calculer

// cos (cc2 + y2 — 4x + 4) dxdy.
D

® Soit D = {(z,y) € R? :
x? + y? < 36, > 3}. Calculer
x

_® _dady.
p (22 +y?)”

® Soit D = {(x,y) € R?:

x? + y?> — 2z < 0,z > 1}. Calculer

// dazdy
(=% + y?)*
® Soit D = {(x,y) € R?:

1<+ 9y’ <4,0<y<z}h
Calculer

// y? cos (2 + y?) dwdy.
D

2
® Soit D = {(x,y) € R?:
9x2 + 4y? < 36, > 0,y > 0}.
Calculer
2ytdxdy.

D

O Soit D = {(x,y) € R?:
9(x —2)?+25(y +1)* < 225,y <
x — 3,y > —x + 1}. Calculer
[ @—2+1)2dsay.
D



0 Soit D = {(z,y) € R?:

® Soit D = {(x,y) € R?:

332+yz<3\/€B2—|—y2—3:1:,:v—|—y>()},$2+y2<2(\/ac2—i—y2—|—m>}.

Calculer
dxdy

D \/x? + y2°
® Soit D = {(z,y) € R? :
3r2+9y? —2y<2,0<y—1<ax}.
Calculer

z(y — 1)%dzdy.

D
® Soit D = {(z,y) € R? :
2 +9y? < 1,0 < y < x}. Calculer

/ / Arct g dwdy

0 Soit D = {(z,y) €R2:
0<z<Vv2,0<y<

Calculer
dxdy

2 /(E+ a2+ )’

® 1) Vérifier que pour tout » > 0 :

Calculer

dxdy

ey

@ Soit D = {(a:,y) € R?:

0< - <y<iy/1-— —} Calculer

// 2 4 4y dxdy.

® Soit D = {(x,y) € R?:

x? +9y? < 1,0 < y < x}. Calculer

[l =+

® Soient r > 0O et

D = {(z,y) € R*:

z? + y? — rxz < 0}. Calculer
// Vr? — x? — y2dxdy.
D

® Soit D = {(m,y) cR2:

1
r 2—<ac—|—y<1,az>0,y>0}.
// e‘(m2+y2)dwdy <4 (/ e_t2dt) 2
B(0,r) 0

< // e_(wz""yz)d:vdy.
B(0,2r)

2) En déduire que
+o0 9 prs
/ e Vdt = £
0

2

Exercice 5.5.

O Soit D =]0,1[x]0, 1[. En
effectuant le changement de variables
r=u’ety = u,

calculer
dxdy

p (1+z)(1+zy?)

En effectuant le changement de

variables

® Soit D = {(x,y) € R?:
r<y<22z,z<y?><2z}.En
effectuant le changement de variables

2
u=2etv=25%,
Yy x

calculer

Y dzdy.
D I

) sin (2 Arctg i) dxdy.
3z



® Soit D = {(z,y) € R? :
>+ xy+y> <1,y > 0}.En

effectuant le changement de variables

u:a:—i—%etv:@y,
calculer
ew2+wy+y2dwdy.

D

® Soit D = {(z,y) € R? :

0<\/§y<m,1<m2—y2<4}.

En effectuant le changement de

variables
2 2 _ v
U=z —yetv=",

calculer
2
y_) dxdy.

/ Y sin <1
3 72
© Calculer, / dx /

(9] Calculer,
/ dr / \/ y?)3dy.

Exercice 5.6.

07

@ Calculer,
VV2 1—y2
/ dy/ In (1 + 22+ y
y

0

® Calculer, o > 0.

2 v 2ax—x2
/ daz/ (:1:2 + y2) dy
0 0

®D = {(z,y) € R?:

dy.

2
Calculer ’aire de
®D = {(z,y) €R?:

® Soit D = {(x,y) € R?:
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r—1<y’<z,0<y<2—=zx}.

En effectuant le changement de

variables
u=;4etv=1y>—uzx,
calculer ) )
24+ 2y“ — x
// v 242" =) .
D (2 — ZC)4

® En effectuant le changement de

variables
x=pety =ptgh,
calculer

lim
t—0+4

1 1
® Calculer, / dx / :cyeysdy.
0 x2

@ Calculer,

[l

(2] Calculer,

ST
® Calculer,

/da:/

\/1—:13 dx.

y+/ dw/

2 A/ 4—x? .’)32 _ y2
+ da:/
0

x? + y?

:UZ

dy.

y? —6x <0,z —y < 12,22 + y?> > 16k.0,y> < z*(xz + 4)}.

@ Soit » > 0. Calculer ’aire du
domaine D délimité par la
cardioide p(0) = 27(1 + cos 0).

(/ (a:2+y2) )dm.

Y dx
V1+x? +y?

x? — y?

x2 + y?

® Soit a > 0. Calculer I’aire du domaine D
délimité par la lemniscate p|@| = a/| cos 20)|.

dy



OD =

{(z,y) e R? : 22 +y* < 4}
et f : R — R une fonction
continue.

Calculer

@ Soient D C R? un ouvert borné et

fsg : D — R deux fonctions continues et

bornées. Montrer que

(//D fa(x, y)dmdy)2

2f(x) +5f(y)
/], f@) + fly) oW

://D fz(w,y)dmdy//l)gz(w,y)dwdy

si et seulement si f et g sont linéairement

dépendantes.

Exercice 5.7.

@ Calculer les intégrales suivantes :

In (1 + x? + y?)
// 5-dxdy.
ez (1+ a2+ y?)

® Calculer les intégrales suivantes :
dxdy

/]R2 (14 x4) (1+y*)’

® Calculer les intégrales suivantes :
// e~ (@4+v%) cos (z* + y?) dady.
R2

@ Soient D C R? un ouvert borné et

fyg : D — R deux fonctions
continues et bornées. Montrer que
pour tout couple de nombres réels

p,q > 1vériﬁant%—|—%:1,ona

//legl(w,y)dwdy
< \/ / 111y dedy
x \/ /] lals(@. vydaay

Cette relation est appelée I’inégalité de

Holder. Lorsque p = q = 2, il est
d’usage de I’appeler I’inégalité de
Cauchy-Schwarz.

® Calculer les intégrales suivantes :

/ dxdy
g2 (14 22) (1+92)
® Calculer les intégrales suivantes :

e "
dxdy.
//R 1+yz

® Calculer les intégrales suivantes :
14+ 92

/ =k
e (149t (14 (1 +y?)° =2?)

® Soient D C R? un ouvert borné et
f>g : D — R deux fonctions
continues et bornées. Montrer que
pour tout

p € [1,+o0[:

\’°//D|f+g|”(m,y)dwdyé
< @ P(z,y)dad
_\//Dm (2, ) dwdy

+ \/ / /D 917 (2, y) dwdy.

Cette relation est appelée I’inégalité de
Minkowski.

109

xdy.
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@ Soient f : R? — R une fonction
© Soient D = [—1,1] X [—1,1] et

f :[—2,2] — R une fonction

continue et F' : R? — R la fonction
définie par
continue et paire. Montrer que
F(x,y) = / dr/ f(r,s)ds.
2
// f(z—y)dedy = 2/ (2—t) f(t)dt Vérifier que pour tout (z,y) € R? :
D 0 0*F 2F Oy =
r,Y) =

Bway( ,y) = oyox

f(xz,y). Calculer
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